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- Jedan od znacagnlh teorema teorlge linearnlh operatora
u Hllbcrtovom prostoru je spektralni teorem za unltarne i
hermitske operatore (yidl na pr.[lé}?[31,{4]). Taj teorem

tvrdi de za unitaran (resp. hermitski) operstor U (resp. 4)

u Hilbertovom Dfostoru postoji jedinstvena spektralna
funkciga E (r@sn. E, ) takva da Je |
SAFEJ?\) (resp. A =é7\dE('/\) ).

!
Osnovn1 sadrza3|ovog maglstarskog rada 01n1 ‘dokaz analognog

spektralnog!teorema za p021t1bilne J-unatarhe i J-hurmitsxe
operatore u Kreinovom prostoru. Ovaj teoremidokazall su za
J-hermltske operatore u Pontrjaginovom Drostoru M. G. Krein
i H. Langer[j] U redu [14] dokezan je spektralnl teorem

za poz1t1b11ne J-unlterne i J-hermltske operatore u Ereinovom
prostoru.$u su pored ostalog date i primjene ovog teorema

na problem egzistencije invarijantnog maksimalnog pozitivnog
potprostora za‘J;hermifske operatore i na nelinearen problem
svojstvene vrijednosti. Teorija pozitibilnih J-hermitskih
épératéfa ima pfimjeﬁﬁ i u svektralnoj teoriji simetriénih
pBiénih diferencijalnih operatora sa tezinskom funkcijom
Eéja ﬁijénj- znak ( vidi Daho, K., Langer, H.: Sturm-
;Liouviile oP erators with an 1ndef1n1te weight functién,
Proc. Roy.. Soc. Edinburgh, Sect. A4,78(1977),161-191, i

Daho, K. Y.. Snectral theory of symmetrlc ordinarxry

dlerrentlal onerators with an 1ndef1n1te weight functlon,

Uppsala Universty, Department of Mathemetics,Report No.1(1979)).
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_ | Ovag maglstar k1 rad sasto11 se od pet dlgelovq.
% ﬁ;§6ﬁ dljelu deflniqanl su osnovni pojmov1 vezani za,
Krelnove prostore i dokazani su neki osnovni teorem1. U
1zle qnju, do korolera 1.17. uglavnom se sllgedl El] A
od korolura l 17, do Caylegeve transforma013e[I5] dok je
dlo 0 Caylegevog transforma0131 preuzet iz LZJ Od tvrdnjl
iz ovog dljela nar001to istidem teorem l 11. Ovaj teorem
dokazao Je R. S. Phllllps, a dokaz dat u ovom radu je H
L?ngerﬂ(neobgavlaena predavanja, Unlverztet u Torontu, 1967)
Ovag teorem, ngedno sa spektrazlnim teoremom predstavlja
glavno orude u dlgelu V

) . U dijelu IX deflnlsu se poamoVi stpektralne funk-
cige 1 évogstvene spektralne funk013e operetora i dokazuju
se nekl teoreml u ve21 sa ovim poamOV1ma. Sustlnska razlika
u odnosu na spektralnu funkeiju u Hllbertovon prostoru je
postogange.kr;tlcnlh tadaka. dege_lstlcem teorem 2.4.‘kogi
dage kar ﬁtériéaéiia fegularnih krifiénih ta alaka J—spektralne
funk01ge. Ova karakterlza01aa je znacagna Jer se podrucge
deflnlclJé J-spektralne funkeije moZe pr031r1ti (sa J4(S\c))
nalalgebru podskupova skupa S generlsanp svim intervalima iz
Suéijé krajnjé tadke nisu singilaﬁne kr#tiéne tadke.Napomenimo
ovdje da ?e mnogekfvfdnje u kojima se ijavljuju‘kritiéne
talke mogu pojaéti k%da se radi o regulsrnim kritiénim tadkama,

A U dljelu III konstrulsan je funkcionalnl racun

(teorem 3 7. i razmatranJa posllge ngeva), time i svojstvena
snextraIna fﬁnk01ga (teorem 3. 9 ) za p021t1b11@n J-unitanmn
operator.4Termln p021t1b11an (engl positlzable) Dreuzet Je
cd Jo Dopnéra [2] Inace mnogo ¢esdéi termln (koqi potlce od
do\Lahgera) je definltlbllan (enpl deflnltlzable) U [I4}
dokgz an Je snektralnl ‘teorem ze Dozitlbllne J—unitarne opera-

tore 19 korlsteél qulegevu transform3013u, za poz1t1b11ne

J-hermltske operatore. Spektralna fun£c13a u {I{l konstrui-
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éahé jé iﬁtegracijom.rézolvente duZz vpogodnih krivih i funkci-
onalnl racun dat je upotrebom spektralne funk013e. Neki rezul-
t t1 iz [}{] za pozitibilne J-hermitske operatore objavljeni
su u [;7]. U [9] spektralni tedrem je dokszan za pozitibilne
J;hermitske oneratore; Tu je koﬁstruisan funkcionalni racun,
a tlme 1 snektralna funkeija, neprekldnlm prosirenjem Riemz-

-Dunfordovog funkcionalnog raluna. U ovom mqglstarskom.rddu,

‘prl konStPHKCJJl funkcionelnog rauna za pozitibilne J-unitar-

né overatore koriZtene su ideje iz [9]. Nelki koraci u kons tPk-
ciji funkcionalnog raluna datoj ovdje razlikuju se od onih u
[91, na or. razmatranjs poslije jednekosti (3.8). Ovaj pristup
kqnsrukc;gl spektralne funkcije omoguédio je da se teorem 3.2.
iz [1{] izrekne potpunije i dokaZe nedito drukdije (vidi
féorem 3111’) U .ovom radu e tako&é det potpun opis minimal-
nog poz1t1vira3uceg trlgonometr;pkog vpolinoma pozitibilnog
J—unltsrnog operatora (lema 3.8.,teorem 3. 10.,prop021c13a 3.19.)
kOJI Jell DA] samo sklclrun. Napomenimo joS da qe dokaz cpek-
ﬁralnog @Qopema za ogr?nlbene J-pozitivne operatore moZe naci
ﬁ,[il,a‘za neograniéené_J—pozitivﬁe operatore sa neprazmim
rézolvenﬁnim skupom u [5]. Fetod koriSten u ] bitno koristi
J;pOZitivnost i bgraniéénost operatora A. Koristeéi ovo spek-
Ffalng funkcija operapora A dobija sé pomodu spektralne funk-
cije pogodﬁo definiSandg hermitskog ope?atora u Hilbertovdm
Drostoru dob13enim kompletlza01gom prolaznog Kreinovog prostora l
u odnosu na pozitivan skalarnl produkt [@-,E]; Metod koristen
u E53 Je slicen mntodu u [ﬁ4] ;

“ Yao Sto je vec ‘refeno u d13elu IV rezultatl iz III
s; prénose na poz1t1b11ne J-hcrm1tske onerﬁtore pomocu Cﬁylejeve
transform201ge Ov<3 dlo nreuzet Jje 1z [ldl U leelu V dokeza~
n1 su nekl teorell o eg21sten0131 mak51malnog pozltivnog potpro-

stora vnvnrlgantnog za overatore iz komutativne familige ograni-
¢enih pozitibilnih J-hermiteskih operatora.U izlsganju pracden Je[}q

- Porcd toga formulisani su analogni teoremi za J-unitarne operatore.
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I. GEOMETRIJA KREINOVIH PROSTORA

| Neka F oznadava kompleksan vektorski prostor. )
Presllkavanae (3] sa F x F u skup kompleksnih broje-
va VQE zvacemo skalarni produkt na vektorskom prostoru

F _ako. su za sve xl, xz; x, vy iz ¥ i sve Ly K iz G
1spunaen1 uslov1

i

[ocyxy +%2%,7]
[x,7]

| T
§r9j T[%;y] F x,y iz F ) zovemo skalarnl produkt vek-

< iil;ﬂ vy [%207] (L)

[yyx__\ ! (1.2)

|
vy
-

o

tora x i J. : )
N | R .
» Za prOszolJan potpféstor E '%ektprskog prostora
F deflnlsemo :

gt - {xeF: [x,8] = [0},
6éigiééﬁé Bt je potprostor prostora P,

o Za skalarnl produkt Ly ] na vektorském prosto-

?u _Fﬂ ka7emo da ge' o

o degeneﬂlsan (nede enerlsan) na potprostoru E ako Jje
ENE™ « {0} ( ENET = {0} ), pri tome se potprostor

Ef\Ei'naziva izotropni dio potprostora E,

— indefinitan ~na potprostoru E  ako postoje véktori X

iyiz E za koje je ([x,x]1 < 01 [y,y]> 0,

~ semidefinitan na potprostoru E ako nije 1ndef1n1tan
na potnxostoru E :

~ pozitivan (hegativan) na potprostoru E ako za sve x
iz E vrijedi [x, xq 0 ( [x,x] &
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-~ definitan na potprostofﬁ E ako je semidefinitan na
potprostoru E i ako [x,x] =04i x iz E povlai da
je x = 0. ' '

Neka je E potprostor vektorskog prostora F na
kome je skalarni produkt [-,'] nedegenerisan, Tada fa-

-milija polunormi

po(x) = |{x,7]| (x,5EE)
‘\ . i
definiZe lokalno konveksnu Hausdorfovu topologiju na E
koju zowvemo wt.]—topologija na E, ‘ ‘
2

.
f |

DEFINICIJA l.l. Kompleksan vektorski prpstor H
na kome je definisan indefinitan skalarni produkt {-,-]
Je Kreinov prostor ako postoji pozitivno definitan

skalarni produkt (-,*) na H sa kojim H postaje Hil-

-bertov prostor i ako u tom Hilbertovom prostoru postoji

linearna involucija J (J2 = I, I identiéni operator na H)

- za koju Je

| S
[xy5] = ( Ix,5 ) (%,7 €H). (1.3)

Skalarni produkt [-,-] u Kreidovom prostoru zove

se indefinitni ili J-skalarni produkt-¥ff31jedeéa pro-

pozicija sakuplja neke jednostavne ¢injenice o Kreinovim
prostorima,

PROPOZICIJA 1.1, Neka je H Kreinov.prostor.
Tada Jje involucija J iz definicije 1l.1. hermiyski i

Ay



ﬁhitafénmapérator.na_NH;LSkalaini produkt [-,-] Jje nede-
generisan na H i topoiogija wi*] se podudara sa slabom
topologijom na Hilbertovom prostoru H.

‘_bokaz;‘-Iz uslova (1;2) i.(l;B) dobijamo da za.
operator J vrijedi ( Jx,y ) = ( X,Jy ) za sve X,y iz
H; Po§fo jé J i 1nvolu013a odavde dobijamo -da  je
( Jx Jx Y = ( x,x ) =za sve X iz H, pa je J 1 unltaran
i hermitski operator. 7a XCEH(WH imamo da Je, prema (1 3)
( Jx,3 ) = O za svey iz H, a odavde Jx = O tj.

X = J2 O, Topologija w definisana Jje familijom

t]
pseudonorml

p_(x) - \[x,:ﬂ\ (y B,

a slaba topologlaa na Hllbertovom prostoru H definisana
Je famlllaom pseudonorml _
dy (x) = ( X, ) (yéH)

Zbog :{X;y}- = ( Jx,y ) _;( p'e Jy ) i posto je J sirje-
ktivno presllkavanae ove dvije familije pseudonormi se
poklapaju. Tako je propozicija dokazana,

Slaedeca prop021c1aa pokazuae da topologija odre-
aena normom e x b—>( X,X )1/2 (xe&H) na Krelnovom
prostoru H zav151 samo od 1ndef1n1tnog skalarnog produ-~»
kta [:4+] 5 a ne i od deflnltnog skalarnog produkta (- ):

PROPOZICIJA 1 2 Neka je G vektorskl prostor )
sa nedegenerlsanlm skalarnlm produktom [-, ]. Tada su sva-
ke dvije normirane topologije koje. su Jace od w[] ~-topo-
loglae na - G. 1 sa koglma Je G. Banachov prostor 1dent1-}
cneo_ U takvoa normlranoa topologlal skalarnl produkt [

Je nepwekldna funkc1aa dv1ae promJenlalve.

1
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N Dokaz, Neka su Il'll ,I-}” dvije norme sa kojima
jé G Banachov prostor i nglma 1nduc1rane topologije
neka su aace od _wtll—topologlae na G, Tada Jje sa
1=l = \x) + Wxll” (x€G) definisana norma na G. Sa
OVom hormom G Je 3Banachov prostor. Stvarno; ako Jje
(Y 3 D= 1 29000) Cauchyjev niz u odnosu na normu -
orda Je on Cauohyaev i u odnosu na norme Wi “\V,
p& ae 1 konvergentan u odnosu na ove norme, tJ. postoje
x, i f:':c’) iz G takvi da | x, - x| —0 (n—w) i
Hxn e X;H " — 0 (n—eﬂw) PosSto su topologlae induci-
rane normana [HH i H'Hf gace od topolqglge [,] i ova.
topologlaa Je lHausdorfova odavde Slldedl da. je x_ = xg

o)
‘—0 (n—>), Prema QeflnlClJl Je

ida |ix; - X,
hxng =l 'za cve X 1z: G pa su premaﬂ1ednom poznatom
teoremu ( {lE] Korolar l. str. 400) norme “ i -0
ekvivalentneo Isto tako ekvivalentne su i norme ||-||° i
|-|” pa su i norme I i 1) 7 ekvivalentnes
‘ 7a svako zEG linearni funkeional £f,: X v [x,2]
(ke&G) _Je odigledno neprekldan U W, j—topologlai na G,
pa i. u topologiji induciranoj sa normom |-\, Dakle za
svakl z iz G skup {.[x z]\ [x\\él} je ograniden,
pa je, za svako z iz G, ograniden i skup { Lz yi|: iy A\ =
{\f \z)] Hyﬂ<(l}-, Prema principu uniformne
granlcenostl ( L 2] Teorem 2. Str.333) je sup {ﬂf ) y"(d}
Dznadimo 1i posljednji supremum sa \g imamo

da je
| By]) & Y Ixhiyn za sve x,y iz G
Odavde siijedi da je skalarni produkt [-,-] neprekidna

funk011a dvaJu promgenlalv1h na Banachovom prostoru G
sa normom |, Time je propozicija dokazana.
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) Neka H sada oznalava Hilbertov prostor na kome
je pored pozitivno definitnog skalarnog produkta (-,-)
zadat i indefinitan skalarni produkt [ -, ] koji je ne-
prekidna funkcija na H x H. .Tada postoji jedinstven
ograniden hermitski operator S: H —H za koji vrijedi:
; I ;
[Xsy] = ( Sx,y ) (x,y¢<H) i ' (1.4)

( ElE]‘% % Teorem 5 i Korolar 6). Poé%o je skalarni pro-
dukt [- ,-] indefinitan spektar operafora{ S sedrzi 1
pozitivne i negativne brojeve ( [12] Teorem 7. Btr.185).

TEOREM 1.3, Sljedete izjave su ekvivalentne:

(i) Nula prlpada rezolventnom skupu ?(p) opera=-
tora S iz gornjih razmatranja;

(ii) Vektorski prostor H sa indefinitnim skala-
rnim produktom {:,:] je Kreinov pros%or.‘

(iii) Indefinitan skalarni produkt [-,-] je ne-
degenerlsan na: H i prostor H Je nizovno kompletdn u

odnosu na w ,-topologlau na H,

hl !
Dokaz. i (i) => (ii) Neka je \S\ = J"— Tada je
{12] Teorem lo, sStr.136) polarna dekomp021c1aa operato-

ra S datd sa[ ' |
-

C |
1 1 |
: { S=18|Q =Q|S], 3 f (1.5)
: J :

gdje je @ unltaran operator. Posto jé s’ sirjektivan
hermitski operator i operator |S5| je sirjektivanfi iz
(1.5) se lako vidi da je unitaran operator Q i hermi-
tski, dakle involucija. Iz (l.5) se takode vidi da je

S| = S Q = Q S, pa poSto OGQ(S) onda OE?(ISU.
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| | :
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Operator lslkae pozitivno semldeflnltan pa)vrlaedz

A

m = inf { C18lxyx ); ( Xyx ) = iﬂ >0
i m¢§( [ S| ). Dakle m>0. Vri,jedi ne jednakost
m( x,x ) & ( \S{x,x ) & US|i( xex ) za sve x iz H,

Odavde se vidi da skalarni produkti (+,+)7( ( X,y )i=
(18]x,5) ) i (*y+) induciraju na prostoru H ekviva-
lentne norme; pa je prostor ( H,(°*y-)” ) Hilbertov pro-
stor i vrijedi

[xy7] = (8x,5 ) = (18]Qx,5 ) = ( Qx,y ) za gve x i y iz H.

i Q je involucija. Prema tome ( H, [*,+] ) je Kreinov
prostor, ‘

(ii) =>(iii) Ovo je posljedica Propozicije l.l.
i ¢injenice da Jje Hilbertov prostor H slabo nigovno kom-
pletan ( { 12]zadatak 3. str.465). '

(iii) = (i) Pretpostavimo suprotno, da 0 ¢ Q(s).
Posto je S hermitski operator tada O é(jp(S) ili
0 66 (8). (SaG (8) oznaden je tadkasti, a sa 6 (8) ne--
prekldnl spektar operatora S.) Ako 0€ O (S) tada po-
stoji y<H, y # O takav da je Sy = O, pa je prema (1.4)
{ysx] =0 2za sve x iz H. Ovo je suprotno sa pretpos-
tavkom da je skalarni produkt [-,:] nedegenerisan na H,
Ako O€ G (S) onda postoji y,€ H\S(H) i niz ‘(yn),
ynGES(H) za sve n=1,2,¢0. , tako da y —>y,. Neka je
Y, = 8(x,)y x, &Hy 28 sve n=1,2,¢00 o Niz (x,) Je Ca-
uchyjev u w[’j-topologiji Jer je niz  ( Sx ) Cauchy-
Jev u slaboj topologiji na H. Medutim, niz ( X, ) nije

konvergentan u we ]ftopologiji, jer ako niz ( X, ) kon-
9 .
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vergira ka X, U ‘w[ . ~-topologiji onda niz ( an ) kon—
vergira slabo ka ‘Sxo, ra Je, prema 1zboru n1za ( ),
Sx "'yo Ovo je suprotno sa pretpostavkom da yo S(H)

Dakle ( X, ) je Cauchyaev an u wt ]
ni je [Qj-konvergentan, Sto Je suprotno sa pretpostavkom
0 nizovmoj kompletnosti prostora H u odnosu na w[;]—to-
pologiju. Tako,je teorem dokazane | o

—tOpOlOglJl kOJl

Neka jé sada H Kreinov prostbr sa 1ndef1n1tn1g
skalarnin proqutom [*y°] i sa flkSlranlm deflnltnlml
skalarnim produktom ( -) koji zadovolbava uslove defini-
cije 1.1, uVl poamov1 Hilbertovih pro§tora kao ortogona-
1nost (oznaka |C1)), norma ( II-1), adgungoqan operator
(- ) oanse #e na Hilbertov prostorl H 1sa skalarnim
produktom ( -), naravno ako druga01ae“n13? 1zr101to na-

vedeno, 1

Keka su

P,=3(I+3) i P_= g (I1-3) (1.6)
( J iz definicije 1.1 , I identiéni operator na H )or-
togonalne projekcije na svojstvene potprostore oéeratora
J koji pripadaju svojstvenim vrijednostima 1 i -1, re-
spektivno, Stavimo: H+ = P+ (H) i H_ = P_ (H), Jasno

- je da Je

H=H (i) H_ (1.7)

( + oznadava direktnu sumu dva potprostora iz H, + oz-
nadava direktnu i J-ortogonalnu sumu, a (+) dirgktnu,
ortogonalnu i J-ortogonalnu sumu), Ovakvo razlaganje
prostora H naziva se kanonsko razlaganje Kreinovog pro-




gstora H. Ovo razlaganje zavisi od izbora definitnog ska-
larnog produkita (+,+) 1 u opStem sludaju nije jedinstve-
no. Na osnovu definicije projekcija P+ i P_ ocigledno

Je
( x,5 ) =<[=x7]) 78 X, yE€Hy 4

‘pa su prostori ( H+,[',-] ) i CH_,-[,1) Hilberto-
vi prostori. ‘ :

Vrijedi i obrnuto:

TEOREM l.,4,. Ako je H prostor sa nedeggnerisqnim
skalarnim produktom [ s+] 1 ako postoje potprostgri Hl i
H2 prostora H +takvi da je: '

(1) H=H +H; |

(ii) ( Hl,té,'} ) i ( H2,-L-,g] ) U Hilber-

tovi prostori | ‘ '
onda Jje prostor H Kreinov prostor.
i
i i | ' ‘
Dokaz, | Neka su x i y iz H. Na osnovu (i) je
! - | s s
X =X +Xp9 J =39 + T X{j’y{jeHj’ }J:l,?, De:f:'lnlSlmO
skalarni produkt | ‘
» L
Cxyy )i= [x1,57] - [Xzfye:\l

Ovaj skalarni produkt Jje pozitivno definitah i suma u
(i) Jje ortogonalna u odnosu na ovako‘definisan'skalarni
produkt. Skalarni produkti [v,o] i (+,+)  podudaraju se
na Hy, & skalarni produkti -[:,-] ii () pédudaraju
se na H,, Sada se lako vidi da je ( q,(o,f) ) Hilver-
tov prostor, Oznaéimq'sa Pj ortogonalﬁi projektor u

: |

i 1
!
¢ i



Hilbertovom prostoru ( H,(-,+) ) mna potprostor Hj (j=1,2)«
Tada je J = Pl - P5 linearna involucija u prostoru H i
vrijedi

( %5 ) = [x3]  (x,7€H)

Time Je dokazano da je H Kreinov prostor i direktna suma
u (i) "Jje kanonsko razlaganje Kreinovog prostora H. Ta-
ko je teorem dokazan.

U vezi sa projekcijama P_ i P_ iz (1.6) ska-
larne kvadrate [x,x} i ( x4x ) vektora x ig H mo-
zemo izraziti na sljedeéi nacin

o [Ex] = Rx)® - ex)® - @e
(( Xyx ) = HP+XH2 + “P_x“2 | (1.9)

DEFINICIJA 1.2, Ako za potprostore H+ ‘i H_
iz jednakosti (1l.7) vrijedi
b '

k - min {aim B ,aim B} < + oo

onda se za Kreinov prostor ( H,{:,-] ) kaze da je
Pontrjaginov prostor sa indeksom k ili 7Tk—prgstor.

Na osnovu razmatranja koja slijede ( korolar l.13.,
lema 1,5, i teorem 1.7. ) vidi se da je definicija 1.2.
nezavisna od kanonskog razlaganja (1l.7) Kreinoyog pros-

tora H. |

| i
i !
| i

Za vektor x iz Kreinovog prdstorg H kaZemo da

je pozitivan (resp. neutralan, negativan ) ako Je [x,k}>0

 .A(respo = 0, <0); dalje stavljamo:



e

io

-

| Paim 5_£X.§;H. : [x,x] > o} , B- = {XEH : [x,?c] éo}

fo PN

Za potprostor F Kreinovog prostora H kaZemo
da je degenerisan - (resp. nedegenerisan, indefinitan,
semidefinitan, pozitivan, negativan, definitan) sko je

skalarni produkt [*,:] degenerisan (resp. nedegenerisan,
indefinitan, semidefinitan,pozitivan, negativan, defini-
tan) na potprostoru 7F. Za potprostor F kaZemo da je

neutralan ako on sadr’i samo neutralne vektore iz Kre-

inovog prostora H, '

Za definitan potprostor F Kreinovog prostora
H kaZemo da jé uniformno pozitivan (negativan) ako
postoji realan broj 5T>O tako da za s&e x iz F vri-
Jedi i? ‘

(1.10)

l
|
|

(x,x] > Sy1xi® ( [x,x] & - 5IIX:\\2)

Na osnovu propozicije l.2. Jasno je da unifor-

- mnost potprostora F ne zavisi od izbora definitnig

skalarnog produkta na Kreinovom prostoru ;H. (Od_izbo—
ra definitnog skalarnog produkta zavisi konstanﬁa‘ .)

Potprostor H+ (H.) Je uniformno pozitivan

(negativan) Jjer moZemo uzeti = 1l
: |
|

Zatvorenje pozitivnog (respe. négativnog, unifo-

, rmno pozitivnog, uniformno negativnog)‘ potprostora Jje

pozitivan (resp., negativan, uniformno pozitivan, unifo-
rmno negativan) potprostor. Zatvorenje pozitivno (ne-
gativino) definitnog potprostora ne mora biti pozitivmo
(negativno) definitan potprostor. To se. vidi iz;sljede—



11

t

|

i <
1

|

1

4
|

éeg primaera: Uzmimo Kreinov prostor :H kod koga Je
dim H = @, Zbog indefinitnosti skalabnog‘produkta
Lo ] i Jednakostl (1.8) slijedi da Je 41m H_>0.
Neka Jje (eJ)J 1 ortonormiran niz vektorg iz prosto-
‘ra H , a fl jedinidni vektor iz H_ . Neka je F po-
tprostor prostora H koji se sastoji od elemenata ob-

" lika ;ZiaJeJ + byf, gdje su a. e;ﬂ}, 3=142y eee

samo konacan broj skalara aj Je razllclto od nule i
iiéa =a, =b;, Tada je F pozitivno defini?an potpro-
gtor jer je !

i

dg
o0 — :
‘ he
: b a b ] 2 \a.lc o0
I ;Eiqaea + lfl,EZi j85 * bify 5# \ J\ Z
i za proizvoljan izbor kompleksnih brojeva aj'
E:jla.\e = 0 povlaci da je za sve Jj=2,3yeee a.=0
j=2 Y oo e J
a jei a, =Db, = .= 0 tje. - = Qe
pa je i 1 1 gzéaJ tJ zgiaaea + bli‘l 0
Niz vektora ;
l.n—+?.. i ‘
—22_ej + fle F (n~=]-,2”00.)

B

i
konvergira neutralnom nenultom vektoru! e,+fy o Dakle,
zatvorenje pozﬁtivno definitnog potprostora F nije
pozitivno defiﬁitan potprostor. ;

i |

Za potﬂrostor F Xreinovog prdstoré H kaZemo bnﬁ““

da je makslmalan semidefinitan potpr&stor‘dko potpro-

stor F nJJe strogo sadrZan u nekom s%mldeflnltnom
potprostoru prostora H, Definicije mak31malnog poz ziti-
vnog, maksimalnog negativnog, maks1malnog deflnltnog,
maksimalnog pozitivne definitnog, mak81malnow ne%atlvno

- o(uﬁ‘k J



*********

d
|
i
i
‘ )

| | !
|

[ !

i
i
- 2
12 !
k

i‘

l]
.
. ; . _ i |
deflnltnog, mak31malnog uniformno pozltlvnog i mak51ma1-
nog uniformno negativnog potprostora su analogne.,

Oc1gledno da je svaki mak51malan pozltlvan, . ma-~
ksimalan negativan, maksimalan uniformno pozitivan i

maksimalan uniformno negativan potprostor zatvoren.

, Za vektore x i y iz Kreinovog prostora H ka~

'zemo da su ortogonalnl u odnosu na skalarni produkt i, ]

ili J-ortogonalni (oznaka =x.\ly) ako vrijedi. [x,5]} = O,
Za proizvoljan podskup B Kreinovog prostora H defi-
nisemo J-ortogonalni komplement skupa B:

- {xem [x,] = {011

L or-

Céigledno je B = J(B£L>) = (JB)<l), gdje je ®
togonalni komplement skupa ®» u odnosu na skalarni pro-
dukt (-;-).Na osnovu ovoga i odgovarajuéih Jjednakosti
za ortbgonalne komplemente u Hilbertovom prostoru, za
potprostore Fl i F2 Kreinovog prostora H wrijede

jednakosti

L -

. <F1 = Cl(Fl), (lcll)
(Fy + Fo) = Fy (\FE‘L, (1.12)

i ako su Fi i F2 zatvoréni potprostori
S B IO R WY IR -
(F{NE5)" = CL(Fy + F5 ). (1.13)

Ovdae, i dalae, ako dru@a01ae nije posebno napomenuto,
Cl(Eﬂ, » CH, oznalava zatvorenje skupa B u Hilbertovom
prostoru (H,(:,+)), prl emu je (+,+) skalarni produkt iz
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definicije 1. 1. Ubuduée éemo i bez posebne napomene smat. -
rati da skalarni produkt (-, ) na Kreinovom prostoru
(E,L'3-]) zadovoljava uslove definicije 1.1. Na osnovu na-
pomene koja Jje prethodila propoZiciji“l 2. slijedi da je
gore Lorlsteno zatvorenje nezavisno od izbora pozitivno
definitnog skalarnog produkta (-, ), veé zavisi samo od
indefinitnog skalarnog produkta[_ T U daljem kada se o
Kreinovom prostoru H govori kao o topoloskom prostoru
smatramo da je on snabdjeven topologijonm koaa je odre&ena
normom X —~>(x x)° /2, (x€H) i koja zavisi samo od inde-
finitnog skalarnog produkta [-,*1.

Neka je 'D+ potprostor prostora H+. Oznacéimo sa
By(D,,H ) skup svih kontrakeija sa D _wu H_, tj. skup
svih linearnih operatora K sa D _ u H_, za koje Je
Kl <1, Skup svih uniformnih kontrak01aa sa D ﬁ’-'H_
(t3- kontrakc1ga K za koje je |K|4<1) ozna01mo sa
B (D+9H oo B (D+§H ) Je unutraénjost‘jediniéne kugle

1(D’_,H ) P Bapachovom prostoru svih ogranlcenlh linearnih
operatora sa D+ u H. Sa B (D JH ) oznadime skup svih

pravih konrrakélaa K sa D u H .y ta. skup svih kon-
trakcija . & z;,i koje je ]lel\( \x\ zasve| xéD\{O}
Za kontrak‘lau{ K iz l(D H ) deflnlsemo njen gra
¢[k], sa:

G(K]: = {x + Kx: xGDJ.
G(K] jé potprbstor prostora H.
Za potprbStor D' prostora H_ skupovi l(D ,H ),

B (D JH ) i Bp(D H+) defini%u se analogno, tako&e se
analogno ‘definide G[L] za svaku kontrakciju L iz

1(D_9H+>o
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- U daljem éemo veéinu teorema formulisati za pozi-
tlvne potprostore Kreinovog prostora H. Na osnovu slje-
dete primjedbe jasno je da odgovarajuli teoremi vrijede i
za negativne potprostore. Zamjenjujuéi skalarni produkt
['57]. na Kreinovom prostoru H sa skalarnim produktom
[+5+]” definisanim sa {x,y]’:: -x,y] (x,y€ H) dobijamo
opet Kreinov prostor koji oznadavamo sa H’ i zovemo
suprotni prostor prostora H.

- LEMA 1.5. Neka je. F pozitivan potprogtor Krei-
novog prostora: H, Projekcija P je obostrano.jednozna-
¢no 1 obostrano neprekidno preslikavanje,sa F na P+F;

Dokaz: Za x¢F imamo da je [x x]:>0 pa Je
prema (1.8) 1P x|l ¢ HP+xu Odavde imamo da je “P x“

= Wxl® -\ B x\l2> ixi? - |2, =2, b5, 12,x12 : |\x|\2. 5

druge strane je \|P xH lx|l. Odavde se lako vidi da je

. P+ obostrano Jednoznacno i obostrano neprekldno preslika-

vanje sa F na P F i lema je dokazana.
TEOREM 1.6, Neka je D potprostor prostora H .
Za svaku kontrakciju K iz B (D yH_) (resp. B, (D JH_ ),
P(D+,H_)) njen graf G[X] Je pozltlvan (resp. unlfor-
mno pozitivan,! pozitivno definitan) potprostor Krelnovog

_ prostora H, Obrnuto svaki pozitivan (resp. unlformno po~-

21t1van, pozitivno definitan) potprostor 'F Krelnovog

prostora ‘H je graf neke kontrakcije XK iz Bl(D+,H_)

(resp. B, (D+,H ), B (D yH_)) gdje su D i K odredeni
jednoznadno sa: D P (F) i K(P x) = P X, X }z F,

. Dokaz: Za pr01zvolgan X+Kx. (x iz, D L) iz ¢ k]
prema (1.8) VrlJGdl [:x + Kx,x + Kx] uxu {lhxﬂe
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i ' ) ' {

i ' '
Ako je K @ i ; Bl(D H )y desna3strané posljednje Jjednako=-
sti Je OCngedpo nenegativna pa Je "K] pozitivan pot-
prostor pqosto&a H, Ako je K iz B (D H_ ) za x+Kx#0,
x€D, (ekvivalentno x+#0) desna strmna poslgednae jedna~-
kosti je pozitivma pa je G(K| poz1t1ﬁno déflnltan potpro-
stor. Ako ifje Kl <1 onda je (1 - le )/(1 + \K18) >0,
pa je zbog : 1 I

'
)

0P | k=P (1= 1K) Qi®e 1Ex1?) /(10 WKIZ)  (x€D,)

potprostor G[K] uniformno pozitivan. -

~ Obrnuto neka je F pozitivan potprostor. Stavi-
mo D, := P F, Prema prethodnoj lemi sa K(P+x) s P_x (x€F)
je dobro definisana kontrakcija iz B,(D,,H_) i odigle-
dno je F = G[K] . Ako je F wuniformno pozltlvan potpro-

stor uvrsitavajuéi (1.8) i (1.9) u (1.1lo0) doblgamo da je

Ipxi? ¢ o8 2 (xem
1 +<§

odakle; zbog § >0 vidimo da je {KIl<1le. Ako je F po-

zitivno definitan potprostor za P X#O (x €F) imamo da

je i x#0 pa je [x,x]|= HP x\\2 - P x“ >0 tj.

'\\K(P+x)||<up+xu. Dakle K prlpada skupu B (D ,H e Tako

je teorem dokazan.

Neka je F pozitiven potprostor Kreinovog prostora

H. Kontrakecija K iz teorema 1l.6. za koju vrijedi F = G[Kl

zove se ugaoni operator potprostora F. Ugsoni operator

- negativnog potprostora definiSe se analogno.

-.DPEOREM 1.7. Pozitivan (resp. uniformno pozitivan,
pozitivno definitan) zatvoren potprostor F Kreinovog
prostora H Jje maksimalan pozitivan (resp., uniformmo po-
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zitivan, pbzitivno definitan) potprostor ako i samo ako

je P+F = H+o

Doka;. Prema lemi 1.5, pozitivan potprostor Fl
je strogo sadrZan u pozitivnom potprostoru F2 ako 1 sa-
mo ako potprostor P+(F2) strogo sadrZi potprostor P+(Fl).
Dakle ako je P+F = H+ onda je - F maksimalan potprostor
odgovarajule pozitivnosti. _

‘' Obrnuto, neka je F pozitivan (resp. uniformno po-
zitivan, pozitivno definitan) zatvoren potprostor i
P+F=#H+. Potprostor P F prostora H_ Jje prems lemi 1.5
zatvoren pa postoji vektor x#0 iz H,_ koji je ortogona-
lan na potprostor P F. Posto je vektor x i J-ortogo-
nalan na potpro;*or F, potprostor generisan sa F i x Je
p021t1van (resp. uniformno pozitivan, pozitivno definitan)
i strogo sadrzi F. Dakle F nije maksimalan pqtprostor.
Ovin Jje teorem dokazan. -

Iz ovog teorema vidi se da Jje maksimalan uniformno
pozitivan, maksimalan zatvoren pozitivno definitan potpro-
stor istovremeno i maksimalan pozitivan-potprostor.

KOROLAR 1.8, Preslikavanje thﬁ>G[K] je bijek-.
cija sa Bl(H H_ ) na familiju svih m?k31maln1h rozitiv—
nih potprostora. Ovo preslikavanje preVodl‘skup B (H WH_ )
(respo (H+,H )}) na familju svih maks1maln1h unlformno
p021t1vn1h (resp. maksimalnih zatvorenlh p021t1vno defini-
tnih) potprostora,

Analogno preslikavanje I;h—>G{iJ,'I:6B1(H H, ),
je bijekcija sa B (H WH, ) na famllau sv1h maks;malnlh
negativnih potprostorao
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D KOROLAR 1.9. Preslikavanje F s F je bijekci-
Ja sa famlllae maksimalnih. p021t1vn1h (resp. maksimalnih
unlformno p021u1vn1h, maksimalnih zatvorenih pozitivno
deflnltnlh) po~ prostora na famlllau maksimalnih negativnih
(respg makslma}nlh uniformno negatlvnlh, maksimalnih zat-
vorenih negatlvno definitnih) potprostora.
) | |

, DoKaz l Ova tvrdnaa Jje poslaedlca prethodnog koro-

lara, napomene[posllae njega, Jednostavne 91naen10e da Je

| ,!

G[K] = a{k"] |

za K<EB‘(H’ ,H_ ) i da je sa K —K dato obostrano jed-
noznadéno presllkavange sa Bl(H+,H ) ‘na Bl(H H )e Pos=
laednae presllkavange oéigledno prevodi B (H+,H ) na

B (H_ H ) Ono,prevodlj B (H+ H ) na Bp(H_,H ) Jjer za
KEBng+,H_) i yeH, y#O imamo da je \K y\\<\\y\\ ako
je K'y=0,aiako je K'y#0 jer je |

1K 512 = (K37,K"y) = (KK y,3)< VRS0 190 <hkFyh iyl € ig)2
(yer N\ {0}

Preslikavanje iz tvrdnje moZe se predstaviti kao kompozici-

"Jja‘preslikavanja inverznog preslikavanju iz korolara 1.8,,
preslikavanja K w>K i preslikavanja iz napomene poslije

korolara 1.8.,, pa se osobine tog preslikavanja lako vide,

KOROLAR 1.lo. Neka je Kreinov prostor (H,[-,-])
predstavlaen kao direktna J-ortogonalna suma Kreinovih
prostora (H N ]), J= 1,...,n. Neka je M. maksimalan

pozltlvan potprostpr prostora HJ, J= 1,.;.,n. Tada Je
potprostor

M ;‘Mi + eee M,
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maksimalan - pozitivan potprostor prostora H.
| ,
Dokaz,. : Oigledno, dovoljno je dokazati korolar

za n=2., Neka ﬁg i HE oznacdavaju kOmpoﬁente kanons-
kog razlaganja Kreinovog prostora H, ;1 neka P PE,

j=1,2 oznadavaju odgovarajuée progekcgae.‘ Tada Je pri-
| 1 '
' .

|

H = (B} + H}) + (H] + H;) (L.14)

kaz

. jedno kanonsko razlaganje prostora H (vidjeti teorem l.4).
‘Poito je potprostor Mj maksimalan pbzitivan potprostor
prostora H. prema teoremu 1l.6. Jje P+ J = H; s J=1,2.
O3igledno je P¥ = PI + Pg proaek013a koja u kanonskom
razlaganjan (l.14) odgovara potprostoru H+ + H* Vri-

Jedi: |‘ |

Na osnovu prethodnog teorema odavde slijedi da Jje potpros-
tor M maksimalan 'pozitivan potprostor prostora H.
Ovim Jje korolar dokazan. ‘

TEOREM 1.1l. Neka je F_ pozitivan (resp, uni-
formno pozitivan, zatvoren pozitivno definitan) potpros-
tor 1 Eo negativan (resp. uniformno negativan; zatvo-
ren negatlvno deflnltan) potprostor J-ortogonalan na F .
Tada postoji mak51malan pozitivan (resp. maksimalan unlfo—
rmno poz1t1vani maksimalan zatvoren pozitivno definitan)
potprostor; F kOJl sadrzi Fo i J—o§togonalan Jje na Eo’

Dokaz, | Posto je indefinitan sialagni produkt [. ,+]

| neprekidanina Hilbertovom prostoru HE moZemo smatrati da

! | |
! i |
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su pétpfostori Fé, i Ed‘ zatvoreni. Tada su prema le-
mi 1.5. (odnosno njenom negativnom analogonu) zatvoreni

i potprostori .D+$ = P+(Fo) i D_: = P;(Eo). Oznadimo
sa Pi- respe P2 ortogonalne projekcije na D+ i D..
Prema teoremu 1.6, postoje kontrakcija K. iz Bl(D+,H_)
(resp. B, (D,,E ), B (D ,H)) i kontrakcija L iz
Bl(D;,H+) (resp. BO(D_,H+), BP(D_,H+)) takve da je
G[K]{\: F, i G[r] = E,. Stavimo L, = LP,. Tada je I,
kontrakcija (resp. uniformna kontrakcija, prava kontrak-
cija) definisana na cijelom prostoru H. Pretpostavka

EoJ"Fo je ekvivelentna sa
{x + Kx,Poy + Ley:l =0 ( x€D ,y€H )
ili ekvivalentno
( Xy Loy ) = ( Kﬁc,PZy ) ( x€D+,y€H )e
Odavde je:

P2Kx;L2*x - (xep ) (1.15)

Posljednja jednakost je potreban i dovoljan uslov da bi
pozitivan potprostor G{K} bio J-ortogonalan na an

Prema teoremu 1l.7. da bi na$li maksimalan pozi-
tivan (resp. maksimalan uniformno pozitivan, maksimalan
zatvoren pozitivno definitan) potprostor ¢ije se posto-
janje tvrdi u teoremu dovoljno je naéiikontrakciju S iz
By ( H,,H ) (resp. By(H ,H), B,(H,,H)) koja zadovo-
ljava uslove '

Sx = Kx ( X€D+) (1.16)
i aﬁéibgno sa (1.155'

P,S¥ L) (1.17)

n
=
N
~
N
"
m
jo e
g
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Stavimo ¥ : = max {HKH HIA\}.IPosto jednakost
(1.17) moZemo shvatiti kao deflnlclgu\prvog lana u

prikazu S = P58 + (I~ P )S, ostaaeida izaberemo ope-

rator (I - P )S tako da on bude pros1renae operatora
(£ -P )K sa domenom H , rangom sadrfanim u (I - P2)H
i, da b1 bilo WS\ é.X’ tako da je

| \\(I - P2)lel S { ki - NI, "x)|2 (x€H) (1.18)

L * g : :
Neka je A4: = {2I+ - Lo,L, o DefiniSimo novi skalarni
produkt 3 o

C(xy )y = Caxy) (x,7€H)  (1.19)

‘na prostoru H .

Ovako deflnlsan skalarni produkt je pozltlvno sqmidefini-

tan, U sluca3u|kad je operator L prava kontrakeija i

¥ =1 skglarﬁl produkt definisan sa (1 19) Je poziti-

vno definitan.g . ; |

i | f I
! :

Nexa jé:
!

H: ! = {x6H+: ( xyx )y = } ker A

Na kvocijentnom vektorskom prostoru H+/H+ pozitivan ska-

larni produkt (-,-EA inducira pozitivno definitan ska-
larni produkt (-,-)". U odnosu na ovaj skalarni produkt
prostoer H+/H2 moZe se kompletirati do Hilberﬁovog pPros—
tora HA » Oznadimo sa Q kvocijentno preslikavanje sa

H  na H /H+ , & sa V wulaganje prostora H+AH2 u Hil-

bertov prostor HA’ na kome je skalarni produkt oznalen
takode sa (*,°)"

Na osnovu jednakosti (1.15) =za sve x iz D+__
vrijedi B °
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T - BRxl® ¢ pPim® - LY x| = (xpx ), (1.20)

Iz ove nejednakosti slijedi da Jje sa

N vox ) = (I - P2)Ka£ (x€D,)

dbbrbldefinisan linearan operator Tl na potprostoru
VQ(ND4 ) Hilbertovog prostora HA sa vrijednostima u
(I - P2)H; « Ovaj operator je zbog (1l.20) kontrakecija:

T ¢ vax N & ( Vex,Vax )* (x€D,),
Oznadimo sa W ortogonalnu projekciju na zatvore-

nje CiHA ( vQ( D+ ) ) potprostora VQ( D, ) u Hilber-
| :

tovom prostoru ‘HA . Neka Je T neprekidno progirenje o-
peratora T, na potprostor CLH ( vQ( D, ) )e Naravno,

kontrékcija T ima vrijednosti u zatvorenom potprostoru
(I - P2>H_ ® :

Stavimo:
(I - Py)sx : = T( WVQx ) (x €H)

Ovako definisan operator (I - P2)S zadoﬁoljaya uslove
(1.16), (1.17) i (1.18) : (I - P,)S ima domen H,
rang sadrzan u (I - P2)H_ sy ovaj ope?ato# Jje proéirenje
operatora (I - P2)K jer za x iz D; i@amo da je

(I - P,)Sx = P(#VQx) = T( VQx ) = Ty ( Vox ) = (T - Py )Rx.

' Opéfétor. (I - P2)S ispunjava i uslov (1.18) jer je

za x6H+ r
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\(1 . P2)Sx\ - T(WVQ#)Hz & Wiox,Wvox )* &
< ( VQx VQx )%= (Qx,Qx )" = (x,x ), = (1.21)
x nx\ HIQ xH2

!

Ov1m Je teorem za slucag poz1t1vn1h i uniformno

.poz1tivn1h potprostora dokazan,

. Treba jo$ samo dokazati da ako su operatorl L i
K .prave kontrakc13e da je tada.i operator S prava ko-
ntrakeija. Kao $to smo veé¢ rekli u tom slucaju Je'gf = 1
i Hg = {O} ﬁa je Q ‘identidéno presllkavange na H_ .
: : Pr tpoqtav1mo da, postoal x(;H ) x #0 takav da
je Wsxll =ixl, 65, NI - s nx\\ - sl -

= \x||2. --\\JLLr e L 1
Odgvde slijedi .da u ovom slucaau u nlzu neaednakostl
(1.21) imamo sve Jednakostl, odnosno da Je

Vi = 01H. ( v( D) )e

Dokazacemo da Je ovo moguce samo u slucaau kada VXGEV(D )
ta. kada x€D_. Tada se |Sx| =W\x| zbog (1. 16) protl-
vi pravoa kontraktlvnostl operatora Ke

‘ ; Dokazimo sto smo obecéali, Oznadimo sa g‘ _orto- -
gonalnl komplement u : Hilbertovom prostoru HA’ a do kra-

Ja ovog dokaza sa .(lJ ~ortogonalni komplement u Hil-

bertovom prostoru . (H ,( *))+ Jednostavan radun pokazuje
da za proizvoljan potprostor D prostora H; vrijedi

<v<n>> n v<H ) = v<<A<D>><*>> vl (Dm))c(vw))

Sada imamo da Je:

A
i

(C1 (V(D,:0)) ) W(E,) = ((W(D,)) Y nwE) <
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<v<A'1 <D<U>>> N v<H Y- v<<A<A'1 <D<-L>>>><“>

=V ((D(J')(W ranA)(J‘)) =V (D(J')(Jj) + (ran(A))(J‘)) =
_v(DLLXJJ-+{o}) (QJ;

Dakle: ClH (V(D ))(\V(H )<:V(D ) Ovdge je korigteno da
Jje rang he%mltske 1naekc13e A gust potprostor u prosto—
ru H s Teorem je dokazan. 1 i

)

{ /
- KOROLAR 1.12. Svaki pozitivan!(resp. uniformno

p021t1van, zatvoren pozitivno definitan) potprostor F
sadrzan Jje u mak51malnom pozitivnom (resp. uniformno

‘ poz1t1vnom, zatvorenom pozltlvno deflnltnom) potprostoru P,

Dokaz;‘ Primijenimo teorem uzimajuéi E, ;‘{C};
. KOROLAR 1. 15. Neka je F, pozitivan, a E, ne-
gatlvan potprostor. Ako je F + E = H tada je Fo ma-
k51ma1an poz1t1van, a E mak51malan nevatlvan potpros-
tor., !
. Dokaz. Prema korolaru 1l.12, potprostor F Jje
sadrzan u maksimalnom p021t1vnom potprostoru F, dok Jje
potprostor E sadrzan u maksimalnom negativnom potpros-
toru E, Dovolgno je dokazatl da Je FNE = {O}; jer za
x iz FN\F, imamo da je x = x + yog X,€F s 7,€ EO;
pa Je Jo =¥ =X GE(\F.;
- Neka je K ugaoni operator potprostora F a L
ugaonl operator potprostora E. Uzmimo pr01zvolano
wEFNE. Tada,postoae lé H i yleH takvi da Je

W = xl + le = yl + Lyl,

i
|
|
!

= o
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U TR .
a odavde je

X = LKxi o

,’ . . : ’ * . ‘
"PoSto je IK kontrakcija vrijedi i (1IX) X, = X tde

(1, - (LK)*jxl -0, (1.22)

gdje jé Sa I+ oznacen 1dentlcn1 operator na H .

o ~ S druge strane posto je F + E = H po pretposta—
vei, za svako X,¢€ H, postoje x,eH 1 y,€H_ takvi
da je :

X, = X, + Kx, + To + Ly, e

Odavde‘jé x;¥ (I+ - LK)X2 ’ sto znac¢i da je ran(I+ —LK)-H
ili, ekvivalentno, ker(I - (LK) ) —{O}. Sada (1.22) pov-
ladi da je xi =0 tje w = O,

. KOROLAR' 1, 14 Zatvoren pozitivan (resp. uniformno
poz1t1van, poz1t1vno definitan) potprostor F Jje maksi-
malan pozitivan (resp. uniformno pozitivan, pozitiVno de-
finitan) potprostor ako i samo ako je potprostor FOJ' ne-
gativan.

Dokaz. Jedan smjer ekvivalencije slijedi iz koro-
lara 1.9. Dokazimo i drugi smjer. Neka je, potprostor F =
negativan, Prema korolaru 1l.12. potprostor Fo sadrzan
je u nak31malnom ‘pozitivnom (resp. uniformno pozitivnom,
zatvorenom poz1t1vno definitnom) potprostoru F. Potprosé
tor F-L je maksimalan negativan potprostoq i vrijedi
F <=F . Ovo je mogule samo ako je F7 = FdL. Koristeci

Jednakost (1.11) odavde dobijamo da je C1(¥) :fCl(Fo);
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Posto su., prost ri F i Fé zatvorenl,’ovo(znacl da Jje
Fév mak31malan|p021t1van (resp. uniformno pozitivan, pozi-
tivno deflhlta#) potprostor. ; )
|1
Za potprostor F ”KreinOVOg p?ostdra H kazZemo

da je J-ortogonalno dopunjiv ako vﬁijedi

F+F -8 | (1.23)
_PROPOZICIJA 1.15. Neka je F J-ortogonalno do-
punjiv potprostor Kreinovog prostora H, Tada je skalar-
ni produkt Le ] nedegenerlsan na potprostoru F, pa Jje
suma (1 23) dlrektna. Potprostor F Jje zatvoren u odno-

su na We j—topologlgu na H 1 we -topologlaa na F
. ’ ,

- podudara se sa topologijom koju na F inducira w ‘—top-

_ Tyl
ologija na H.

Dokaz. Neka je x€&FN F . Tada je {x,y] = 0 za
sve y iz F, jer je .x iz FJ‘; i [xv1 = 0 za sve
y' iz ¥ Jer je .x iz F.\Sablranaem poslgednae dvije
Jednakostl, prema. (1. 25), dobijamo da je [x w) =0 za
sve w iz H, i odatle x =0. ,

) : [; —topologlaa na H_ Jje nagslablaa topologlaa
na H u odnosu na kogu Je, za sve 'y iz H, llnearan

funkcional x \-——V'[X,Y] x € H, neprekidan, Neka je (Xa)aE“A

hiperniz iz potprostora T kOJl u odnosu na wt;]—topo—
logiju na H konverglra ka x o« Tada za svako &' iz H

"hlpernlz kompleksnlh brojeva ([xa,w])ae konvergira ka
{;x ,w] Specijalno za X. iz Fi'doblgamo da Je [xg49%] =0,
Ngkarqe X, = xg + ):, 'x;' iz T, x iz F , Tada za
sve X iz ﬁ ”vrlaedl [x ,x] [X + % 5X1 [xo,xl

Odé?de ae ﬂxo.= O na osnovu prvog dijela prop02101aek,i
c1naen1ce da je, 1 FJ'J—ortogonalno dopunalv potprostor.
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| {
- Dakle X, = x’oeF i potprostor‘, F Je‘ zat4oren u odnosu
na w_ _=-topologiju na H, ‘ ;
Hiperniz (xa>aC21 elemenata 'iz F konvergira
ka‘ X, GEF u W A -topologiji na H akko hlpernlz
, ([xa’w]>a€iﬂ konverglra ka [xo,w] za sve w iz H, tj.
akko hiperniz ([xa,x +><“])a€v:I konverglra ka [x g X+ X"
za sve X' iz P i sve x" iz PF~. Ovo: je ekvivalentuo
konvergenciji hiperniza ([xa,%]gc;d ka Yx sX] za sve

x' iz P, a to je upravo konvergenclaa u wE A -topologiji

Tyl

" na F, Tako je propozicija dokazana. q
' ‘ B
Na osnovu jednakosti (1.23) svéko x iz H mo-
Zemo pisati u obliku | |

N |
=3 +y, JYEF, yE€F (1.24)

Vektor y u prikazu (1.,24) naziva se J=-ortogonalna

-projekecija vektora x na potprostor ;F i onafje Jjedno-
znadno odredena ako i samo ako je F J-ortogonalno do-
punjiv potprostor. Operator Q: x P*-yi koji vektoru x
iz H pridruiuje njegovu J—ortogonalnu projekciju na
J~-ortogonalno aopunalv potprostor F Je linearan, Q2 = Q
i taj operator}naz1va se J—ortogonalnl proaektor pros-—
tora H napotprostor F. |

| ' II
; H ;
TEOREM |1,16. Neka je F potpqostdr Kreinovog
prostora Q. Sljedeée izjave su ekviva%entqe:
{ " I
(i} F je J-ortogonalno dopunalv potprostor,
(ii) (F *y+]) Je Kreinov p:ostor,
(iii) F Jje J~ortogonalna suma uniformnp poziti-

vnog potprostora M i uniformno negativnog potprostora N,

Dokaz., (i)=(ii) Posto je H kao Kreinov pros-



{
t
i
\
|
i
|
.

1
tor sekvenclgalno kompletan u odnosu ng .]—tOPOIOSl—
gu na H i P zatvoren u odnosu na ovu topologlau, to
‘ Je i F sekvenclaalno kompletan u odnosu na Wt;] topo-
loglau na H, a prema propoziciji 1. 15. 1 u odnosu na

c o topologlau na  F. Skalarnl produkt 'yl Je nede-
generlsan na F pa teorem 1l.3. povlac1 da je (F,0+,D)
Kreinov prostore ‘ -

, (ii) =>(111) Jednakost (l 7) 22 Krelnov pros-
tor .F glasi F = F+ +F_ i F, i lF_ su J-ortogo-
nalni potprostorl i F Jje unlformno p021t1van, a F_
unlformno negatlvan potprostor, pa mozqmo uzeti M = F
N=Fo

(iii) = (i) . Uniformno poz1t1van potprostor M
sa skalarnlm produktom [-,-] je Hilbertov proster, pa

prema.. Rleszovom teoremu o reprezentaciji za proizvoljan

vektor y iz H postoji m iz M +tako da jJe
[xay1 = [%sm] za sve x iz M,

Agalogﬁo thprostor*_N je ,Hiibertov érdstor sa skalar-
nimwproduktom g -[-;-] pa za vektor y iz H postoji
‘n&N tako da j'e - '

qx y] = [x,n] 2; sve ?x iz N.
|

Posto je F = m +N i M je J—ortogénalan na N
sab1raauc1lposﬂ3ednae dvije Jjednakosti doblgamo da Jje
‘ { ' ; :
'[x,yv [x m + n] za sve ix izi F.
Odavde sllgedl da je ¥ - (m + n) iz - F+ ; am ;‘n. jé
F pa je ovim pokazano da je YEF + F- i teorem Jje

dokazano




28

Napomena: Oznaldimo sa P ortogonalnu projekciju
sa H na zatvoren potprostor F., Tada za restrikciju
PJ|F operatora PJ na potprostor F vrijedi [x,y] =

- = ((PJ\F)x,y) 2za sve x,y iz F. Na osnovu teorema 1.16

i teorema l.%3, F Jje J-ortogonalno dopunjiv potprostor
akko je 0 & Q(PJI|\F).

.+, KOROLAR 1.17., Pozitivan (negativan) potprostor
Kreinovog prostora H Jje J-ortogonalno dopunjiw ako i sa-
mo ako je uniformno pozitivan (negativan).

U daljem éemo posmatrati samo linearne qperatore
u Kreinovom prostoru H J&ije je podrudje definicije gust
podskup prostora H.

Za operator A iz H u H definifemo njemu
J-ad jungovani operator At na sljedeéi nadin: vektor y€ H

pripada definicionom podrudju dom(A+) operatora At ako

i samo ako postoji vektor y+eEH tako da jJe

; [Ax,y] = [x,y"'] (xedom(A)). '

1
1

, i ! .
U ovom sludaju vektor 3y je Jedinstven i stavljamo
A+y:= y+. ‘ F | '
' ' | : ‘
Jasno je da O uvijek pripada skupu dom(A¥) i da

Je operator A* linearan. Za operator A%Y vrijedi

YAx,y__X = [x,A"'y] (x €dom(4),y€ dom(A™)) (1.25)

i od svih operatora koji zadovoljavajuigornju jednakost
operator AT ima najveée definieciomo podrudje.
i

|
| .
|
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IEMA 1.18. Za Hilbertov prostor H i opera-
tor J iz definicije . l.l, vrijedi ‘

At = gafg

pri cemu Je opérator A" hermitski adﬁungiran operato-,
ru A u Hilbertovom prostoru (H,(-,})).%
L

Dokaz. 3Za operator A¥ vrijeéi =
| | '
(Ax,7) = (x,Ay )  (xedom(a),yedom(A™)).

Na osnmovu (1.3) i propozicije 1.1 pdavde je

1

(3] = [x08%9y]  (xe don(A),y€ aon(ak"9),

dakle vrijedi A'y = JA'Jy za y€don(JA*3) i
dom(JA*J)c_:dom(A*') (t3e JA*J9A+). Naii isti nadin, po-

lazeéi od (1.25) dobijamo da je Af;ﬁJA*J, stq je ek-
vivalentno sa JA J=2A%*, Dakle AY = JA*J, Lema  Je
dokazana,

Na osnovu ove leme dobijamo mnoge osobine
J-adjungovanih operatora kao posljedice poznatih osobina
adjungovanih operatora u Hilbertovom prostoru, Ovdje su
neke od njih,

TEOREM 1,19, a) 0¥ =0, b) I* =1I, c) za svaki
operator A postoji operator At i at Jje zatvoren
operator, d) ako je A ograniden operator onda je i At
ograniden operator, e) (LA)* = L A%( %€ Gy,
£) (44 + A2)+?.Al+ + A2+ » ako je skup dom(Al)(ldom(A2)
gust u H, g)jako je A, ogranicen operator onda je
,‘ | 3
j

f
|
f
|
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(A + A2)+ = AT+ A," 4 h) ako postoji At

i ako Je
skup dom(Afl) gust u H onda postoji (A*)-l i vrije-
ai (at)lewamhH*, i) ako vrijedi [Ax,x]e R,

x cdom(A) onda je ASAY , J) za ogranilen operator A
iz ASAY slijedi 4 = A%, ‘

Dokaz. Za odgovaraauce osobine adaungovpnlh ope~
ratora u Hllbeztovom prostoru vidjeti propoziciju 8.4
i teorem 8.7. u [12]. ‘

Ako je A€ ?(A) (rezolventni skup operptora A,
[12] str.417.) prema -h), g), e) i b) iz teorepa 1.19.
imamo da Jje »

(A1 - o™ = (X1 - ah)™h
Neposredna poslaed;ﬂa,ove jednakosti J; Jednakost
l i» .
St = 6 | ( (1.26)
_ |
(gdje je ESCA) spektar operatora A, {12] str.419. i

Za_BSQR {z-zGB})

Za operator A u Kreinovom prostoru J kazemo
da je J-hermitski ako vrijedi A = A", tj. ako Jje
dom(A) = dom(4™) i Ax = A'x, xédom(l}.).

Prema teoremu 1.19. c¢) J—hermitski operator A
je zatvoren i u daljem éemo posmatrati; iskljudivo zatvo-
rene operatore iz Kreinovog prostoral H u H koji, kao

Sto je veé ranije napomenuto imaju gusto podrucae defini-

| cije u H,
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.. TEOREM 1.20.’
Krelnovom prostoru H. Tada vrijedi: _
(1) spektar operatora A 1leZi simetriéno u od-

Neka je A J—hermitski operator u

nosu na realnu osu, tj. vrijedi S(A) = ©(4),
(i) iz = €6,(A) slijedi z EGP(A)UG (A),
(iii) iz = é6r(A) sligjedi z GG (A)
. \. :
-Dokaz. Tvrdnja (i) Jje neposredna posljedica
jednakosti (1.26). T
- (ii) Neka je =z € 6'(A) i x#0 6dgovarajuéi
svogstvenl vektor. Pretpostav1mo da operator zI - A
‘preslikava skup dom(A) obostrano jednoznalno na skup
ran(3I - A) koji je gust u H, tj. z é<5§(A). Iz ove
pretpostavke slijedi da postoji vektor y iz dom(A) za
koji je

Yx,(EI - Myl#0
- !
Posto je A J—hermltskl operator, na osnovu teo:ema
1.19. g) odavde slijedi da je '

a1 - x,5] #0,

tjo (21 - A)x#0, 8to je suprotno sa izborom vektora x.
Dakle z€¢ G (AU G (A)

(111€ Neka je zé<5 (4)., Tada potprostor:
ran(zI - A) nije gust u H, pa pOStOJl vektor y iz H;
y#0 za koje je

{
,

Y(ZI - A)x,yj (xédom(ﬁ.))‘

= 0
dakle [k (zI - M)yl =0  (x€dom(a)).
: J
um:Posto Je skup Jdom(A) st u H, odavqe SllJedl da je

P i e

")U OVl ueofemu :‘{ u dalJam sa @ (A), G (A\ G| (A) ozna&avamo
‘buchast",‘ neprekldni, rezidualru bpektar operatora A ({12] str. ‘+19)
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(21 - A)j - 0, tj. = E<5§(A); Ovim je teorem dokazan.

~ KOROLAR 1.21. DNeka je operator A J-hermitski.
Tada vrijedi
(1) skup GE(A)kJ(5r(A) le¥i simetriéno u od-
nosu na realnu osu, '
| (ii) realne talke ne pripadaju skupu KSr(A),
(iii) skup G6.(4A) 1leZi simetriéno u odnosu na

realnu osue

. Kao i u Hilbertovom prostoru ( (12 korolar 8.12.)
ako operator A: H —H ispunjava uslov

{Ax’y_l = {stY] ‘ (}g,ye H) ‘ (1027)

onda Jje on ograniden., Stvarno, ako operator A ispunja-
7a uslov (1.27) onda operator JA ispunjava wuslov

( JAx,y ) = ( x,JAy ) (x,y €H),

pa Je prema korolaru 8.12. iz [121 operator JA ogra-
niéeh 1 naravno hermitski operator na. Hilbertovom pros-

toru (H,(*,-)). Podto je A = JJA, A je kao kompozici-
| ja dvaju ogranicenih operatora ogranilen operator. Jasno
je da iz (1.27) slijedi i A = at, '

PROPOZICIJA 1.22, Operator Q: H —>H Je J-orto-
gonalni projektor na neki J-ortogonalno dbpunjiv potpros-
tor ¥ Kreinovog prostora H ako i}samo ako je Q ogra-
nicen, idempotentan J-hermitski operétor,itj; gko i samo
ako je dom(q) = H, Q% =Q =Q' . Tada je

ran(Q) = {xéH: Qx = x}

Dokaz. Neka je Q J-ortogonalni projektor na
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&—ortdgonalno‘dopunjiv pqtprostor F. Tada operator Q
zadovoljavé relaciju (1.27), pa je on ogranicen J-her-
mitski operator. O¢igledno je & = Qe “

Neka Je, obrnuto, Q ogranicen operator i Q =Q =

= Q ° Stav1mo

F = {erQ Qx:x};

0&igledno je F Sran(Q), a zbog Q2 =qQ jei ran(Q) €F.
Dakle F = ran(Q). PoZto je q = QF vfijedi

{y,x - QX} . (7,%]) - (7,0x) = [y,X] LQy,X] =0 txéH,&éF),

pa je X - QxéF‘l‘; X € H, Sada Jje

= Qx + (I-Q)xéF+F"L ;(XGZH),

tj. F Jje J-ortogonalno dopunjiv potprostor i Q je

J-ortogonalna projekcija na potprostor? F, Time je propo-
zicija dokazana, :

LEMA 1.23, Neka su P i Q dvije J-ortogonal-~
ne projekcije na Kreinovom prostoru H za koje je PQ=QP
i ran(P)C_f.“G.l+, ran(Q)QK‘H_. Tada je i ran(P) + ran(Q)QK{l_.

Dokaz., Tvrdnja leme Jje ocigledna ako je PQ = QP = O,
U opStem slucaju tvrdnja leme slijedi iz ¢injenica da su
P-PQ i Q dvije J-ortogonalne projekecije ¢ija su pod-
rucja vrijednosti sadrZana u B, da je (P - PQ)Q = Q(P - Q)=
= 0 i da je ran(P - PQ) + ran(Q) = ran(P) + ran(Q).

Za potﬁrostore Fl i F2 Kreinovog prostora H
kazZemo da Cine : dualan par potprostora u odnosu na ska-

'
{

iAWt = = emacmi - L L
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1afni produkt [-,-] ako za svaki xéFl; x+# 0, postoji
x’€F, i za svaki yé€F,, y# 0, postoji y’e F; tako da
Je

[Xaxl] = {y9y'] = 1.

Ocigledno je da za dualan par potprostora Fl i F2 pro-—
stor F, (resp. Fl) moZemo shvatiti kao potprostor pro-
stcra svih ogranicenih funkcionala na prostoru Fl (resp.
FB); Na osnovu ovoga i teorema jedinstvenosti za konacno

dimenzionalne prostore ( [10] 7.3, str.59) slijedi da je

dim(Fl) = dim(FE),

pri Cemu Jje dimenzija potprostora prostora H jednaka
nekom prirodnom broju ili jednaka o,

PROPOZIGIJA 1.24., Ako je Q ogranilena linearnsa projek-

cija na H (Q% = Q) tada potprostori QE i Q*H  &ine
dualan par potprostora u odnosu na skalarni produkt [j;] .

‘ - Dokaz. Pretpostavimo da Je Yxo,x’] =0 za
neko xS QH i! sve x"¢Q'H. Tada imamo da je

{0y = [x,Q"8] = [oxgH]),

odakle je on = x_ = 0, Potpuno analogno vrijedi i za

)
yoéEQ+H; pa je propozicija dokazana,

o KOROLAR 1.25. Ako je Q ogranidena linearna
projekcija na H onda je '

dim(QH) = d4im(Q¥H)
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Za operator A iz Kreinovog brostora H u H kaZemo

" da.je J-pozitivan ako vrijedi

\Ax,x )| 2O (x € dom(A)).

Prema teoremu 1.19. i) i j) ograniden J-poziti-
van operator Jje J-hermitski operator.

Na potprostoru dom(A) prostora H sa
o Fap>i= [ Ax,7) ~ (x,7€ dom(4A))

definisan je pozitivan skalarni produkt i za njega vri-
jedi Schwarz-ova nejednakost

| <xa5> | 2?4..<X;X> {7:3> (x,y€ dom(A)). (1.28)

_ PROPOZICIJA 1l.26. Tadkasti spektar
J-pozitivnog operatora A Je realan.

Dokaz., Neka je zé;Gip(A). Tada postoji vaktor
x€ dom(4), x#0 za koji vrijedi Ax = zx, pa i [Ax,x] =
=z{x,x| . PoSto je operator A J-pozitivan odavde je
ze R ili [xyx] = O. DokaZimo da nije moguée da bude

[x,x] =0 i z¢JR. Naime tada bi bilo i [Ax,x] = O,
Na osnovu nejednakosti (1.28) vrijedi | ‘

, 1/2 Chine 1/2
( AxgAx ) = {Ax,JAxl £ EAX,X] / [ﬁJAxtJAx] / ,
pa mora biti i Ax = C i odatle x ='0. Ovo je suprot-

no izboru vektora x. Dakle nije mogule da bude [x,x]: 0

~

i z4¢R, pa je propozicija dokazana.
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!
PROPOZICIJA 1.27. Spektar ogranidenog J-pozi-
fivnog operatora A Jje realan, |

‘ ! .
Dokaz.“ Kao Sto Jje vec napomenuto ograniden J-

I
pozitivan nperétor A e J-hermltskl operator. Prema
teoremu 1.Lo.,|korolaru 1.21, 1 prop0210131 1. 26. Je

@) (A) ,. Treba jo3 sgmo dokazati da Jq: S (A)C]R
Neka je ;e Gl(A) Tada postoji niz (x ) lvektora iz H,

W= 1, ’n =1,2,ee¢ i lim (2T =~ A)x = 0, Iz pro-

By !

pozicije l.2. slijedi da je i
lim (Lax,x | - 2[x5,%,]1 ) = © - (1.29)

Kako Jje 'EAxn,xﬂ}EﬂR, n=1,2,... treba samo pokazati da

niz ({xn,xﬁ]) ne teZi nuli kad n —mw, Jjer tada, prema
(1,29), mora biti Im(z) = O, tJj. zelR . Pretpostavimo
sada da je lim {xn,xn] = O, Tada je zbog (1.29) 1i

lim [ Ax_,%x | = O, Koristeéi nejednakost (1.28) dobijamo
da je za sve nN=1,2,e0e0

( Ax_ Ay )2 [Axn,JAxn]2 L KAxn,xn'l : {AJAxn,JAxn'X

~ Skup {;EAJAxn,JAxﬁ] ’ n=l,2,,..}- Je prema prqpoziciji
1.2. ograniden jer je operator A ogranicden i h\x i = 1,
n=1,2,¢s. o Dakle 1lim Ax 6 = O, a odavde prema izboru ni-
za (xn) slijedi 1lim x =0 (ovdje je koristeno da je
z#0, Sto nije ogranidenje, jer za z = O odmah’ imamo z e TR)
8to je nemoguée. Ovim Jje propozicija dokazana,

Navegtemo sada jedan primjer J-hermitskog operato-
ra koJji pokazuje da spektar J-hermitskog operatora mozZe
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i . .
| |
)

biti priliéno proizvoljan. Neka je B 1proizvoljan zatvo-
ren operator u Hilbertovom prostoru KH',?(',')'). U
Hilbertovom prostoru (H, (*,*)) = H’ r H'i definiSimo
skalarni produkt ; |

[

D) R G e (B )

xj,,yjégﬁ'; j=1,2. Tada je (H,[-,+]) Kreinov prostor i
lako se vidi da je operator :

B O ;

A = !

! X < O B *) ) I
|

J-hermitski u Kreinovom prostoru (H,[',-]) i G(4) =

= O(B)UG (B*), za Kreinov prostor (H,{:-,°)) definit-
ni skalarni produkt iz definicije l,ls Je skalarni pro-

dukt (+4'), a involucija J Je

-8

- Za operator U: H—H kaZemo da je - J-unitaran:
operator ako vrijedi '

,fUX;,Uﬂ = [xy] | (x,5€H) (1.30)

i ran(U) ; H, | |
' !

; )
TEOREM 1.28. (i) J-unitaran &per#tor U je ogra-
niden, - | 1 -

| (ii) Operator U: H —H je iJ—uqitaran ako i sa-
mo ako je ;

utu = vut = 1
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(iii) Za J-unitaran operator U i proizvoljan

potprostor F Kreinovog prostora H vrijedi

WEY = uED. O (@.31)

(iv) Ako je M maksimalan pozitivan (reép; ma-

ksimalen uniformno pozitivan, maksimalan zatvoren poziti-

- vno definiten) potprostor onda je i U(M) meksimelan

pozitivan (resp. maksimalen uniformno pozitivan, maksima-
lan zatvoren pozitivno definitan) potprostor.

.~ Dokaz. (i) Prema definiciji Jeunitarnog opera-
tora je dom(U) = H. Dokazaéemo da je graf operatora U
zatvoren skup, pa Jje prema teoremu o zatvorenom grafu
( [12} teorem 802.).0perator U ogranlcen. Neka X, —X
Ux_ -q,yo, Xn’ X yoe H, n=1 2,... o Tada Jje

0’

Y_Ux Uy] {xn,y] — [ %57 | (n—+ ) (y&€ H)
S druge strane Je
[an;Uy] —_ [yo,Uyl (n~o0) (yéH)

Dakle - [ux,,Uy] = [7,.U7) (ye:H);

Posto je ran(U) = H odavde slijedi da je ' Ux, =y, , pa

je graf operatora U gzatvoren. \
- (ii) Neka je U J-unitaran operat%r. Relacija

(1.30) je ekvivalentna sa

[U+UX9Y] = [isy__] ‘(XQ:YQH);

I. Odavde je UU'U = U, i posto je ran(U) _H
imamo da je i UUf”='I. Obrnuto, neka Jje Uty = Ut = I.
Tada U+U I implicira da vrijédi (I.Bo)b a uut =1
1mpllclra da je ran(U) - !

l
]
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(iii) Uzimajuéi u obzir da Jje uml _ Ut jedna-

kost (1.31) je odigledna.

(iv) Posto J-unitaran operator cuva skalarni
produkt [-;~] potprostor U(M) Je pozitivan (resp. uni-
formno pozitivan, pozitivno definitan), a kako je U
prema (ii) i teoremu 1.19. h) obostrano jednoznaéno Ci
obostrano neprékidno preslikavanje U(M) Je zatvoren po-
tprostor, Prema korolaru 1l.9. potprostor M Jje negatlvan
potprostor, pa je prema (iii) 1 potprbstoy (U(M)) ne-—
gativan potprostor. Sada je (iv) poslaedlca korolara
i;14; Teorem je dokazan. ‘ ‘ B

KOROLAR 1.29. Ako Jje maksimalan pozitivan potpro-

stor M invarijantan u odnosu na J-unitaran operator U

onda je UM = M,

Dokaz. Iz UMEM slijedi Ufumcu*M, tj.
M<:U M, Posto je i Ut J-unitaran opefator prema teoremu
1 28, (iv) U+M je maksimalan poz1t1van potprostor, pa je
M = U*M, Odavde je UM = M. :@

Dokazimo sada teorem analogan teoremu 1, 20. za

.-

J-unltarne operatora.

TEOREM l.%0, Neka je U J-unitaran operator u
Krelnovom prostoru H, Tada vrijedi:

(1) spektar G(U) operatora U le¥i simetrid-
no u odnosu na jedinicénu kruZnicu C kompleksne ravni,
tj. vrijedi o) = (G (V)Y , gdje je za BES @'\{Oj’

B := {\l/z zeiB} , specijalno z” = l/z za z# 0.
| (i) iz =z € Gp(U)  slijedi =z te C->p(U) U S_(U),
(iii) iz 2z GGI,(U) slijedi z €EQ (U)

S R e I N s e s



Dokaz. Neka =z e?(U); z# 0, Tada je
2T = U = -2 U(ZI - UY)
Na osnovu (1.26) odavde vidimo da z*G:Q(U);.Zbog

0¢S) vrijedi (i) _
(ii) Neka =z €<5'(U) i neka je x#0Q0 odgo-

'varaau01 svojstveni vektor. Pretpostavimo da je ran(z*I—U)
"gust u H. Tada postoji vektor yeH tako da vrijedi

‘{x,(z*l - Uyl # 0.

Odavde je [ﬁ -1 _ U+)x,y}'#=0

Dakle z—l (U - zI)xw#O. Ovo je nemoguée prema izboru
vektora x. Dakle z" e@’ (L)vu G (U).

(iii) Neka je =z e<5 (U). Tada potprostor

‘ran(zI - U) nije gust u prostoru H, pa postoji y&H,

y#0 za kKoje je

[(z1 - Wx,5] =0 (x€H).
Dakle - [x,G@I-1tHy) =0 (x€H).
Odavde je (31 -~ Ut)y = O, pa je i

~ZU*(z"1 - U)y =

Dakle z*'G.Gfp(U) . Teorem Jje dokazane.

KOROLAR 1,31l. Ako je U J-unitaran operator
onda vrijedi: ‘ )
‘ | (i) skup O (U)L)Q5 (U) 1leZi simetridno u '’
odnosu na Jjedinicénu kruznlcu kompleksne ravni,
(11) talke sa jedinicne Lruzn}ce ne pripadaju
! |

i
|
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skupu G_(U),
(iii) skup ESC(U) lezi simetridno u odnosu na

jedinicnu kruznicu,.

U daljem éemo sa “F(B), BE Q:U{OO}, oznaditi
skup svih kompleksnih funkcija koje su analitilke na ne-
koj okolini (koja zavisi od konkretne funkecije) skupa B.
Ako je B = (T), T operator iz H u H, © (T)::(S(T)
za ogranicen operator T i G (T) = GS(T)LL{Gﬁ za neo-
graniden Operator T, stavlaamo F(1):= f?(QSe(T)). Pos-
matraéemo samo zatvorene operatore T, cije podrucje de-
finicije je guqt skup u H i za koje je §>(T)#=ﬁ Za
ovakav operator T i re F(m) opera%or f(T) defini-
san je Riész—ﬁunford- ovim funkc1ona1n1m racunom,
41 VII.3, st%.567 i VII.9. str.599. § |

{ f l

Za'kompleksnu funkciju f definiéqmo

£7(2%) = £(2) (z edon(£))

Tz ove definicije je odigledno dom(f) = (dom(f))* . Ta-
kode se 1lako provjerava da su podrudja analitidnosti
funkecija f 1 £* simetridna u odnosu na jediniénu kru-
Zznicu. PoSto je prema teoremu l.3%0. za J-unitaran ope-
rator U GWU) = (6(U))* funkcija f*Q?(U) dim

f € F(U)., Vrijedi sljedeéa propozicija.

PROPOZICIJA 1.32, Neka je U J-unitaran opera-
tor na Kreinovom prostoru H 1 neka je fc¢ F(U). Tada

© e

£(5)* = £5(U) (1.32)
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| o
Dokaz. jPO‘definiciji je, za gé&j’(U)

50 - (2%)’13 &(2) R(2,U) dz
- r

gdje je R(z,U):= (2zI - U)_l, kriva [ je pozitivno ori-
Jentisana kriva koja je granica Cauchyjevog podrudja
(.\12] 9.6. str.478) Se. dije je zatvorenje sadrZano u
podruju. analitidnosti funkcije g 1482 26(U)., Sada
imamo da za x,y€H vrijedi | | |
’ » \
[f(U)x, y] = [lf(U) U~ x, U lyt} =: |
!

(2T 1) -1 S -1 f(z) [RCz, U)x, u- y] dz =

e

(21 & z ' f(z) YR(Z,U ) U” y, i} dz =

(2|11 l z-l f(z) (—z*) [R(z JU)y, x ] dz =

" () %) | r(z* ,u>y, x| az

b
| £ >{R< 2,0 7, x| | ¢ ~(2*)?) az)”

(2T1)lg
o r
1(

,(2

r--‘ 1

¢ -(2T i )?13 K *(2) [R(z U)y, ﬂ dz)

[f ()7, x] = = £y )

Dakle {f(U)x',;}] = [x,f*(u)y] (x,y € H)

Odavde Je 001g1edno da je £f(U)* = f*(U)' 1 dokaz je
zZavrsen, | ‘ |

~

KORQLAY l 5%« Neka je U J-unitaran operator
i neka funkc1ga £ € F(U) uzima realne vrijednosti na



jedinidénoj kruZnici (u onim tackama u kojima je defini-
sana), Tada je operator f(U) J-hermitski.

‘Dokaz, Neka je Ge Cauchyjevo podrudje koje sa-
drzi spektar G(U) 1 zatvorenje Cl(§2) je sadrZano u
podruc¢ju analiticénosti funkcije f. Prema pretpostavci

“funkcija f je realna na CNC1(82), C jedinidna kruz-
‘nica kompleksne ravni, pa je prema Schwarzovom principu
k'j refleksijé‘('{2o] str.238)

f*(z) = £(2) (z €C152)

. . . * v .
Odavde zakljudujemo da vrijedi f (U) = f£(U), 8to zajedno
sa (1.32) daje f£(U) = £(U)* ., Time je korolar dokazan.

TEOREM 1l.34, DNeka je U J-unitaran operator na

kKreinoygm prostoru H 1 G spektralni skup operatora U

(podskupkskupa O (U) koji je i otvoren i zatvoren u re-
iativnoj topologiji na G(U)). Tada je i G spektralni
skup operatora U, opsrator E(QS) ( (4] VII.3.17.s5tr573)
ima ograniden J-adjungovan operator E(®)T i vrijedi

)

B5(G)* = BS *).

Spektralni skup Q@ Jje simetrican u odnosu na jediniénu
kruZznicu (® = %) ako i samo ako je u njemu odgovara-

Jjuéa projekeija E(G ) J-hermitski operator. Spektralni

skup G je antisimetridan (G N &* =@) ako i samo ako je
E(G)'E(0) = 0 i tada se indefinitni skalarni produkt
ponistava na potprostoru E(S )H,

Dokaz. Iz teorema l.3%0, (i) sllaedl da je simet-
rija 2 w>z*¥ (zé&@?(U)) obostrano Jednoznacno i obos-

*Y) Operz::tor E &) naziva se spektralni pro:jektor ko;n. odgovara

spektralnom skupu G. Ovaj operator zavisi od operatora Ui
kada zelimo posebno ix;taci ovu zavisnost oznacavamo ga sa
E@G,0). : :



trano neprekidno preslikavanje na &(U). Dakle 1 CS*
je spektralni skup. Za spektralni skup S postoji funk-
cija fg5€ F (U) koja je jednaka jedan na O i ponista-
va se na ostatku spektra ©(U). Ofigledno je da vrijedi

(f5 y = fon - (1.33)

Prema definiciji je  E(S) = £, (U) ipa (1.32) i (1.33)
daju ; |

" E(©)* = B(G¥)

Bl

(1.34)

"l
Obrnuto,ako je] E(S) = B(G)Y iz (1;34); slijedi
E(G) = E(5*)] a odavde & =G* ( [4]1VITJ3.21.5tr.575).
| |
E(6)*E(G) = BE(G ¥)E(G) = B(6 NG ¥)

Iz jednakosti (1.34) slijedi da & =6 povladi E(S)=E(S)*.

Na osnovu (1.34) vrijedi :

{
1

Odavde je oéigiedno da je 6N6F = g ako i samo ako Je
E(GS)+E(6*) = 0, Ovim Jje teorem dokazan.

Za J-hermitske operatore vrijedi teorem analogan
teoremu 1l.34, On se moZe dokazati analogno {vrijedi analo-
gon propozicije l.32.), a i pomoéu Cayleyjeve'transfor-
macije koju ¢emo dokazati na kraju ovog dijela rada.

TEOREM 1.34¢ Neka je A J-hermitski operator i
G ogranicéen spektralni skup operatora A. Tada Je ‘i [<]
ogranicen spektralni skup operatora A, Operator E(&)
'ima ograniden J-adjungovan operator E(GC )T definisan
na prostoru -H i vrijedi

B(6) = E(®),
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Ograniden spektralni skup O je simetriéan u odnosu na
realnu osu (O = 6 ) ako i samo ako je operator E(G)
J-hermitski. © je antisimetrican u odnosu na realnu osu
(6NG =) ako i samo ako vrijedi E(O)'E(T) = 0, tj.
kada se skalarni produktS:',-] poniStava na potprostoru
E(G ). 5

Cayle_jeva transformacija

| :
t !

TEOREM 1.35. Neka je A J-hermitski operator u
Kreinovom prostoru H i neka su &€ i 2z kompleksni
brojevi, €| = 1, z # z, 2z € Q(4), Tada je operator U
definisan sa : :

U= e (A= FT) (A= 2D)7R= eI 4 (2 - XA - 2D (1.35)

J-unitaran operator i ¢g¢ GE(U)O

[

Dokaz, Prema teoremu l.20, zaﬁedno sa z< Q(4)
vrijedi i z € Q(A}o Kao J-hermitski opFrator A je zatvo-
ren operator, pa je ran(A - zI) = H i dom((A - zI)—l) = H
( [12] propozicija 8.9.). Dakle operator U je obostrano
jednoznaéno preslikavanje sa H na H., Za x,y jz H sta-

vimo

x=(A-2I)x", y=(4-2zDy’", x",y e don(4).
Tada je
LUX,Uy] = i(A - zI)x", (A - EI)y'] =

n

'[Ax'}Ay’] -z [x’,Ay'] -z EAx’,y{] + |2\2 [F',yfl
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Gl = [0 - 20,4 - 2005°] -

{Ax’,Ay'] - E[Ax',y'] - ztx',Ay'] + \z\a[x",y'l.

Dakle [Ux,Uy] = [x,5], %,y iz HE 1 ran(U) = H, pa je
U J-unitaran operator, Iz definicije operatora U je
odigledno da -EW¢(3P(U) jer je &(z - z)(A - 2I)™% obo-
strano jednoznalno preslikavanje., Teorem je dokazan,

TEOREM 1.36. Neka je U J-unitaran operator, na

"Kréinovom prostoru H i neka su &£, z kompleksni broje-

vi takvi da je \e\ =1, z # z, ¢ ¢<5p(U). Tada je ope-

‘rator A definisan sa
A=(zU = ¢3I)(U = 1)L = 2T v+ e(z = 2)@W -I)"F  (1.36)

J-hermitski operator i z € Q(A),

Dokaz, Operator A Je kao sumaograniéenog\yzatvo—
renég operatora zatvoren operator, Prema korolaru 1l.31,
.54_ Gr(U), pa zbog & ¢ ij(U) imamo da je Cl(ran(U-£I))=H,
Posto je dom(A) = ran(U - gI) operator A je definisan

na gustom podskupu prostora H, Neka su x,yeadom(A) i
x=(U-¢ex"", y=(U - gDy’ , x'yy'eH,

Tada je

[Ax,y]

[(2U = €21)x", (U - €I)y"] =

z[Ux',Uy'] —ZEEUX',y;j ~-£Z Ex',Uy'} + ‘\5\2Z[x',y']

~

i z

{x,Ayl

[(U -iz-:I)y'-,(zU - £zD)y’) = ‘ \

" °
EEUX';Uyﬁ —Ez[Ux',y'] —EE[X’,U%Y’] +
| b e o

162 x5
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Uzimajuéi u obzir da je U J-unitaran operator i da je
le\ = 1 odavde je

{Ax;y1T= [x,Aj} (x,ye€ dom(A))

Ovim je dokazano da je AS AT, Neka je sada x¢€dom(A™) i
. + +_ . :
stavimo x = A x, Imamo da je

l4y,x] = [3,x"]  (y<dom(a)),

a ovVo moZemo pisati
(20 - £3D1)y",% = [(U - eDy’,x*) 1 (y7e B).
L - T <1

Koristeéi J-unitarnost operatora U gdavde dobijamo da je
| : ‘

[Uy','z'x -~ EzUx - x° + EUX+] =0 | '(y’eH),

. i odavde zbog ran(U) = H

- - T +
zx = £2Ux = €Ux + X o

Dalje, mnozenjem posljednje jednakostifsa e i oduzima-
njem g zx, dobijamo “

c(zx - zx) = zUx - Ux' + a:x+ - £2X

E(z = z)x = (U - gI)(zx "‘! X+);

]

Dakle , ‘ : o
x = (1/8(z - 2))(U - £I)(zx - x*)}

pé_ﬁ x €ran(U - €I) = dom(A), i zbog veé dokazane rela-
cije A €AY inmamo da je A J-hermitski operator.
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Iz jednakosti. (1.%6) dobijamo da je

(A -2I)(U -¢€I) = g(z - 2)I.

Kako je J-unitaran operator U ogranilen ( teorem
1.28.(1i)) odavde je odigledno da z € Q(A) Time je
teorem dokazan.

Ako su J-unitaran operator U i J-hermitski
operator A povezani jednakostima (1.35) ili (1.3%6)
onda kazemo da je jedan Cayle_jeva transformacija dru-
gog. O3igledno je da su jednakosti (1.35) i (1.36)

"jedna drugoj inverzne, tj. ako Jje operator U definisan

sa (1.35) onda uvrdtavajuéi operator U u (1.36) dobi-

Jjamo polazni operator A, i1 obrnuto ako je operator A de-
finisan sa (1.36) uvrstavajué¢i ga u (1.35) dobijamo po-

lazni operator U,

Neka je J-unitaran operator U Caylerjeva trans-—

forma013a J-hermitskog operatora A, Definisimo preslika-
- vanje

bra—e2=Z-v  (reCG,aza, (137

gdje su € 1 z brojevi iz teoreme 1.35. Preslikavanje
je obostrano Jednoznacno preslikavanje sa Qg\\(z} na

C;\\{EE Sada vrijedi

(2T - U)(A - 2D) = SE=E) (4 1) (2e B, » 4 2) (1.38)

,Posto je zéEQ (A) odavde se vidi da je

A€ T _(A) ako i samo ako jexr € G (U), £ 813(6 (A)) 6 ()
e G.(4) ako i samo ako je ¢ ¢ 6 (U), t3. QD(GP(A)) =¢,.(U)
7\66 (A) ako i samo ako je 7 ¢ 6 (U)\{E}, t3e

t3. <§><6 <A>> G (N {eY, |

I
| !
i

3
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Iz jednakosti (1.36) wvidi se da Jje oﬁerator A neogra-
niéen ako £ €3, (U), obrnuto se v1d1.1z druge jednakos-
ti u (1.35), pa je operator A neogranlcen ako i samo
ako je € € G _(U), DefiniSimo sada preslikavanje <i> na
G U {oo} stavljajuéi P(z) = o i P(o) = £, pa ima-
mo da je ci:(e (A)) = C“S(U) Dakle vrijedi i

P (e ) = g™ U {e} .

Za ¢ €l?(U) imamo da vrlgedl, prema (1.38),

A - 2

R(ZéU)Y= - 7;51?5(57 (A - ZI)R(A;A) =

;= m (I + (>\-— Z)R(?\ A))

B w ‘
U dokazu teoreha 1.56° vidjeli smo daije
! |

, & l
R(Z A)}— - —_EETETET (U - 81) '

| L

o a
a iz pretposlagdnge Jednakostl za N # z doblgamo-

- ey © - DRy -

5 (T (T B)R(G))

R(R;A)

Definifimo sada pojam Rieszovog indeksa koji ¢e u da-
ljem igrati vaZnu ulogue.

Neka je T operator iz Banachovog prostora X
u X. Rieszov indeks kompleksnog broja z u odnosu - na

operator T_ - je najmanji nenegativan cio broj n za ko-
ji je (zI - )% x = 0 za svaki vektor x za koji je
\(zI - T)n+1x = O,

'Dakle Rieszov indeks broja 2z 1 odnosu na opera-
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~tor T Jje najmanji nenegativan cio broj za koji vrijedi
xer((zI - T)™1) = ker((zI - T)),

U sluéaju da ova jednakost ne vrijedi ni za Jedan broj
n=0,1,... smatramo da je Rieszov indeks broja 2z u odno-

su na operator. T beskonadan.

Iz ove definicije Je oéigledﬁo da je Rieszov in-
deks broja 2z u odnosu na operator T veéi od nule ako
i samo ako Jje 2z 6(5'(T),

PROPOZICIJA 1.37. Rieszov indeks kompleksnog bro-
ja ANy N# 2z, u odnosu na operator A Jjednak je Rieszo-
vom indeksu broja P(A) = Z u odnosu na operator U,
pri éemu su operatori A i U i ko@pleksan broj 2z iz
teorema 1.35. f :

L |
| Dokaz., Mnozec1 jednakost (1, 38) sa ogranidenim
operatorom (A - zI) dobijamo da je

(zI'- U) = -ééé:zgél (A -AI)(A - 2)™T (Ae @, A # 2)

" 0éigledno je da operatori A -2AI i (A —'zI)—l ;
komutiraju na potprostoru dom(A), PoSto je ran((A - zI)—1)=
= dom(A) odavde slijedi da je ‘

(2T - 1= (EEEN R (A1) (a-2T) ™R (0=1,2,0..)0  (1.39)
|

Zbog odigledne jednakosti ran((A - zI)™2) = dom(A™)
odavde je

(A - zlj‘n(ker((zl - M) = ker((A - 2DM (n=1,2,...) ,

pa podto je operator (A - 2I)™™ injektivno preslikavanje
sa H na ran(A™) iz posljednje jednakosti lako dobijamo
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jednakost lRleszov:_h indeksa broja A d odnosu na operator

A i broja g ép(}k) u odnosu na ogerator U, Time je
propozicija dokazana, ﬁ ‘

Na osnovu jednakosti (1l.39) je jasno da korijeni
potprdstor operatora A koJji odgovara svojstvenoj vrije-
dnosti X podudara sa korijenim potprostorom operatora U
koji ddgovara svojstveno] vrijednosti QP (A) =T,

Sada Cemo dokazatl Jedan teorem koji je vazan za
dalga razmatranja i koji daje vezu 1zme&u reda pola rezol-

-vente i1 Rieszovog indeksa izolovanih tadaka spektra,

- TEOREM 1.28, DNeka je T ogranicen operator na

 ‘Banachovom prostoru X i 2z ©pol reda N rezolvente

operatora T, Tada je Rieszov indeks broja =z u odnosu
na Cperator"T jednak Y, Pored toga izolovana tadka z
spektra‘operatora T Jje pol reda » rezolvente 'operatoé

" ra T ako i samo ako je

(21 = TV E@T) = 0, (2T - 1)~ lE@T) £ 0.

Dokaz, Laurentov razvoj rezolvente operatora T

u okolini {we(ﬂ;: 0 <\w - AT } izolovane tagke =z
‘spektra G (T) dat je sa '

o o
R(wiT) = 2 A (z - w)P
- 00
gdje Jje
A (pe1h= —(2T = DTE@,T) (0=0,1,2}403 )
Dakle tatka sz je pol reda ¥ ako i samo ako je

(zI - ijEQﬁhT)‘= 0, (zI - T)v_lE@ﬁ,T) # O,
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DokaZimo i prvu tvrdnju teorema, Neka je tadka 2z pol
‘reda Y rezolvente operatora T. Tada postoji vektor x,
iz X za koji je :

Ty vl o

(zI - T) x,= 0, (zI - T) " ~xj# Os

l : .

Odavde vidimo da Rieszov indeks broja 2z u odnosu na
operator T nije manji od ¥ . Neka je' ' n Rieszov indeks

broja. z. Tada postoji vektor x iz X za‘koji Jje
(zI - )% - 0, (21 - T)n-lx # 0.
vrijedi
R(w;T) A 2{: LEE-ED—- \z —’w\'>‘“zI - T\,

(Z-W)J+l !

Yl2] korolar 8 14, Za izabrani vektor X dakle vrlgedl

' , ‘n-=-1 J
| s I - )%
 R{w;T)x = ZZ: (z

f r (z-w)J*?

b
: i ,

Desna strana posljednje jednakosti Jeuanalltlcka funk-
cija na cijeloj; kompleksnoj ravni, 051w eventualno u
tacki gz, ﬁnoéebaem obje strane poslaqdnjeijednakosti
sa wl - T =(w-2)I + (21 - T) dobij%mo da posljedngja
jednakost vaZi za sve w iz 9 (T). Ako je [ granica
Cauchyjevog podrudja koje sadrZi spektar G(T) i fﬂz
mala kruznica oko tacke =z imemo da Je

X = .2_(37-?__.{ ;’ R(w;T)xdw = Z%F—]r_- Sr' R(w;T)xdw = E(z,T)x

z

« . - \ NPV h

Posto je funkecija w = (z2I - T) R(w3T) analitidka u oko-
lini tacke 2z odavde imamo da Je

(zI = TVx = (2I - ijEGp;T)# = 0,
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i ovim Je dokazano da Je né¢yYy i time je dokaz te-

orema zavrien.
Na osnovu ovog teorema lako se dokazuje sljedeéa:

PROPOZICIJA 1. 39, Neka je U J-unitaran opera-
tor na Krelnovcm prostoru H i 2z izolovana tacka spe-
ktra operatora U, Tada tacdke 1z 1 z* imaju jednake

Rieszove indekse u odnosu na operator U,

Dokaz. Prema teoremu l.30. i tadka z* je izo-
lovana tadka spektra operatora U. Uporedujuéi Laurento-
ve razvoae rezolvente operatora U u okolini igzolovanih
tadaka 1z i z‘ spektra G(U) i koristeéi Cinjenicu da
je (zI - U) EG?%U) = 0, prema teoremu l.19. i teoremu
1. 54., ekvivalentno sa : |

l

= (EI - UNPE@EXU) = (—EU"')m(z*I; - pi)mE(Qz"},U)

*' rezolvente opera-

tora U jednaki, Teorem 1.38, sada povladi da su i Rie-

'szovi indeksi tadaka z 1 z*'jednaki. Ovim je propozi-

cija dokazana,

- Napomenimo da iz ove propozicije slijedi da Je
skup izolovanih tacaka spektra J—unitarnpg operatora U
koje pripadaju tadkastom spektru (<5PKU))’ simetridan
u odnosu na Jjedinidnu kruZnicu C, !
[
PROPOZICIJA 1,39, Neka je A - J—hermltskl ope-
rator i X izolovana tadka spektra operatora A. Tada

talke A i N imaju Jjednake Rieszove indekse u odnosu

.na operator A.
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Dokaz. Preslikavanje & iz (1.37) e obostrano
jednoznacno i obostrano neprekidno présliﬂavanje sa dz\ﬁz}
na G\ {eY, z¢ R(A), z # 2, pa je P(A) izolovana
tadka spektra J-unitarnog operatora U datog sa (l.35).
Lako se vidi da vrijedi (P( 'A‘))* = d(A), pa prema pro-
poziciji ‘1l.39. kompleksni brojevi.é@('k) i @>(3§) imaju
jednake Rieszove indekse u odnosu na operator U, Propo-

zicija 1l.%7. sada implicira da i brojevi A i A imaju
jednake Rieszove indekse u odnosu na operator A. Propo-
zicija je dokazana,



"IT. J-SPEKTRALNE FUNKCIJE
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Posto éemo se u sljedeca dva i}aela ovog rada
ogranlcltl na proucdavanje operatora kOJl imagu spektar na
jedinicnoj kruznlc; C kompleksne ravni G} odnosno na
realnoj pravoj R , uvedimo neke zajednicke pojmove za
ova dva prostora. Umjesto realne prave R posmatracemo
njenu kompaktifikaciju'jednom tadkom R sa uobicdajenom
topologijom. Jedinidnu kruZnicu C smatramo takode snab-
djevenom uobidajenom topologijom, Prostori C i R su
izomorfni. U ovom dijelu éemo sa S oznaéavati'prostor
koji mo¥e biti ili C ili R , Pod intervalom u S pod-
razumijevamo svaki povezan podskup skupa S. (Kada bude
rlaec samo o skupu C upotreblaavace se prlrodnlal 1zraz
luk.) |
Neka Jg c= {syse0098, ] konadan podskup skupa S.
Oznadimo sa Al (S\¢) algebru podskupova skupa S gene-
rlsanu sv1m 1nLerva11ma iz S <¢ije k%ajnje tacke ne
pripadaju | skupu c. j ‘

1
]
» |

DEEINI&IJA 2.1. Neka je E preslikavange algebre
74(b\\c) u algebru J-ortogonalnih progek013a na Krei-
novom prostoru H., Pod nosalem preslikavanja E, supp(h),

podrazunijevamo zatvorenje komplementa unije svih skupo-
va A € (24(8\0) za koje je E(A) = 0. Za tadku s e supp(E)
kazemo da Jje pozitivnog (resp. hegativnqg) tipa ako pos-—
toji skup A €A(SNc), scInt(A) za koji vrijedi
E(A)H Jje pozitivan (resp. negativan) potprostor, Skup .
svih tacaka pozitivnog (resp. negativnog) tipa oznadava-
éemo sa Supp+(E) (resp. supp_(E)). Za tadke iz unije
supp+(E)U supp_(E) kgiemo da su definitnog tipa.

25
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~ DEFINICIJA 2.,2. Preslikavanje E sa algebre
skupov§?£¥¢(s\\c) u skup J-hermitskih operatora na

Kreinovom prostoru H nazivamo J=-spektralna funkecija u
Kreinovom prostoru H sa skupom kritidnih tadaka c¢ =:c(E)

ako su ispunjeni uslovi:
. 1) za [& C:a4(S\\c), j=1,2,3, Z§2(\ZSB =
vrijedi E(A A 5) = E(Al) E(DS),

E(ALU AB) = B(8,) + E(AB); |

takode E(P) =0 i E(S) = I,
2) za AE A(SNe), LNc # P potprostor E(A)E

vsadréi i pozitivne i negativne vektore,

3) svaka tadka iz supp(E)\c je definitnog tipa,
. 4) za Lﬁ éigA(S\\c) i za po parovima disjunktne N
skﬁpove A ‘215 ZS €564(S\\c), J=1y24e0e 22 koje vrije-
di ZS' L)ZS ‘1spunaeno je E(Zl ) = > E(Zl ), pri &emu
se suma na desnog strani uzima u smlslu Jake konvergenc13e
operatora. U ’

l

U definiciJji nosaca za J—spektralnu funkciju ‘E

‘ mogll smo umjesto skupova LSEJA(S\\C) uzeti intervale iz
04(8\\0) jer odigledno prema uslovu 1) vrijedi

U{AaeA(s\e): B(A) =07 =
= {A /\ interval iz k74(8\(:), E(A) O‘j

U skupu B uvedimo relaciju ekv1va1qn013e: s’, s’’¢c B,
s’~s”” akko postoji interval A koji;sadréi s”is”" 1
E(A) = O, Particija skupa B u odnosu na ovu relaciju
ekvivalencije sastoji se od medusobno disjunktnih inter-
vala A,y n=1,2,4. i za svaki od ovih intervala vrije-
ai E(Lx') 0 (koristi se 4)). Neka je sada /A podin-
terval skupa B, Tada. je A\ = LJ(Z;(\Z& ) pa uslov 4)

povladi da je E(A) = 0, Posto je S\ supp(E) = Int(B)
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Jasno Je dé za svaku tadku iz ovog skupa postoal okolina
.[5€¢%1(S\\c) ~takva da je E(A) = O. Zbog uslova 2) je
c(E) C supp(E), a prema 3) Je

supp(E) = supp, (E) U supp_(E) U o(E).

Prema teoremu l.16. 1 propoziciji 1;22. je
(E (AJH,[ey o)), [5€a4(o\\c) Kreinov prostor. Prema ko-
rolaru 1. 17 ako je E(A)H pozitivan (resp. negativan)
potprostor onda je (E(A)H,[+,']) (resp. (E(A)H,- Ly

- Hilbertov prostor. Ovo se na primjer deSgva u slucaju da

vrlaedl‘ﬁa‘ N supp(E) S supp, (E) (resp. ANsupp(B)<& supp(E)).
Stvarno,  vrijedi Cl(&)nc(E) =g, pa je CL(A) Nsupp(E) &
§,supp+(E) (resp. C1(A) N supp(E) ¢ supp_ (E)). Navedena

| fvrdnja sada slijedi iz Zinjenice da je Cl(A) kompaktan

podskup skupa S i leme l.23.

DEFINICIJA 2.3, Za kritiénu tadku o« J-spektralne

‘funkcije E ka¥emo da je prosta ako postoji okolina O

talke o« (u &) sa osobinom da je O Nc(E) = {£} i da
ni jedan povezan podskup skupa O\ {«} ne sadrZi tadke
i pozitivnog i negativnog tipa. Ako se skup c(E) sastoji
samo 6d.prostih kriti¢nih talaka za J-spektralnu funkeiju

E kaZemo da je prosta. Za kritidnu tadku £ € c(E) ka-

zemo da:je -regularna ako za niz skupova (z&n) sa oso-

‘_blnama AN QLA(S\C(E)) A N e®E ={s) An2 An+l’

n=1,2,.00 postoal lim E([;n) u Jjakoj konvergenciji
operatora., Kriticne tacke koje nisu regularne nazivamo

singularnim kritidnim tadkama,

)

: Neka Jje sada o kritidéna tacka J-spektralne
funkeije E. Izaberimo otvoren skup £>€£c%1(8\\c(n))
za koji je A N c(E)._ {OC} Tada vr:LJed:L ‘
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H - E(A)E + B(S\A) | (2.1)
Pri tome su. Hy = E(A)E i Hy = E(S\Lll)H Kreinovi

, | . .
prostori. J-spektralne funkcije Ei s& vrijednostima u
L(Hi) koje inducira J-spektralna funkcijg E definisa-

ne su sa:
B (A7) = E(AD|E = BANADVE , A e A(s~c(E))

pri cdemu jé i=1l,2 i ﬁkl = ZS; 252 = 8\\A\. Oligledno je
da vrijedi |

supp(E) = supp(E;) U supp(E,)
bri emu je sﬁpp(Ei)‘E ﬁﬁi (i=1,2) y 1 takode
‘ i , ' “ | ‘1
a i c(E) = c(El)\J c(Es)e .
| b !
Dakle J—s;ektialna funkeija Eq ima %amo:jednu kriticénu
tadku £ 4 pa pri ispitivanju J—spektr&lneifunkcije E u
okolini %ritiéne tacke o moZemo p%etpdstaviti da

i

IEMA 2,1, Neka je E J-spektralna funkcija sa
jedinom kritidnom tadkom L ., Tada postoje otvoreni meduso-
bno disjunktni skupovi 0% i ©7 takvi da njihova unija
prekriva skup supp(E)\ {d} i vrijedi Oj?\supp(E) =
suppi(E). Pored toga izvan svake okoline tacke ol leZi sa-
mo konac¢no mnogo komponenata povezanosti skupa ﬁi'LJ(ﬁ—.
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. Dokaz. Skupovi supp+(E) i sup_(E) su disjun-
ktni i relativno zatvoreni u 'S\ {«}. DefiniSimo funk-

‘ciju £ na S\ {«} tako da bude jednaka 1 na supp (E),

-1 na supp_(E) i neprekidno produZena na S\supp(E)
ali tako da ima najmanji moguéi broj nula, Stavimo

o* = N(1/2,1] ). i g7 = £ [ -1,-1/2)). Ofigledno
da ovako definisani skupovi 0% i O~ szadovoljavaju
tVrdnju leme, s tim da posljednja tvrdnja slijedi iz &i-
njenice da je £ Jedina tacdka nagomilévanja nula funk-
cije. f, naravno ako ovih nula ima beskonadno mnogo. Na-
ime u svakoj okolini tacke nagomilavanja nula funkcije
f ima tadaka i pozitivnog i negativnog tipa, pa ta tad-
ka nagomilavanja mora pripadati skupu c(E). Time je le-
ma dokazana,

. Neka je o kritidna talka J-spektralne funkcije
E. Tada definiSemo: ; :
.

W =n{E(A)H:A6a4(S\c<E)),océA}; |
={xé_H: E(A)x=0 za sve Aéé‘((s\c(E)),oCQ_A}

- Ako je £ i jedina kritidna tadka J-spektralne funkcije E
~definisemo i:

* ' .o . .s .. 9t
W, = c.l.s‘{E([ﬁn)H: [xn su svi 1nﬁerva11 koji obrazuju O }
. T “‘ :

Naravno U~ su iz leme 2.1. ILako slijedi da su potprostori
W, 9 Wy 5 W, 'medusobno J-ortogonaln? i invarjjantni u
odnosu na svaki operatori E(LA), N & ¢4(S\\C(E)). Za svako
AcABNe(E), N € 07 vrijedi () supp(E) < supp . (B,
pa je E(A)H pozitivan ili negativan potprostor. Na osno-
vu leme l.25, sada slijedi da je i potprostor w} (resp. .

o) pozitivan (resp. negativan). DokaZimo sada da vrijedi
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‘vleme_quazujemo prelazeéi na niz (I - Pn) koji'ispué

njava uslove veé dokazane tvrdnje. Sada tvrdnja slijedi
jer je

(c.lise { (I - PDE; n=1,2,...7 ) =N {p H; n=1,2,...1
. - ! ‘
Ovim je lema dokazana,

TECOREM 2,4, Neka je E J-spektralna funkcija sa
jedinstvenom kritidnom tadkom £ , Tada su sljedeée tvrdnje

‘ekvivalentne:

(1) krltlcna tadka « je regularna,
- (2) prostor H moZe se predstaviti kao dlrek—
tna J-ortogonalna suma

H=W, W +w; , o (2.4)
| :

. k |

(3) postoji konstanta K <o za koju je

. \
IECAI ¢ B za sve A e;Jr(s;\ {«}).

Dokaz. (1) =>(2), Stavimo A = U{AJ,J 1 2,...,n}
pri demu su Aﬁ sy 1=1,25¢00 komponente povezanogti ko-
Jje obrazuju otvoren skup ©% iz 1leme 2,1. Vrijedi

A SOl s *xELL, 2,0 1 UdA] yn=1,2,...] = (7*

n+l ?
Posto je . tadka of regularna kritilna tadka postoji
lim E(S\\Zﬁn ) u jakoj konvergen0131 operatora. Odavde
slijedi da je niz normi ( |\ E(Z§+ j ogranicen, Niz

J-ortogonalnih projekcija (E(Zln )) isPunjava uslove

leme 2.5; pa je potprostor c.l.s. { E(ZX;); n=1,2,:..} =

= WZ_ J-ortogonalno dopunjiv. Analogno se dokaZe da

je 1 W;' J-ortogonalno dopunjiv potprostor, pa jé i
potprostor Wzl + W, J-ortogonalno dopunjiv (teorem 1.16).
Zbog (2.2) vrijedi - (2.4).



63 !

1
* :
. ;
1 |
( i
: \
!

(2) ﬁ>(5) Potprostori W, , Wj i w; 'su inva-
rijantni u odnosu na svaki operator E(A), Zl(loA(S \\{OC})
Potprostori Wz i Wd su uniformno definitni prema ko-

rolaru 1, 17. pa postoji konstanta 6A> O - za koju je
H_x'x'_H ( \\x\\2 L 82\[;: x}\ za sve xeEW, U W
’ AN B ’ oL £ ¢

Prostori (wz ,[- ,5]) i, -[,)) su Hilbertovi
prostori i restrikcije E(A )|V, wr o i E([ﬁ)\ .

N gA(S\{oC’]), operatora E(A) na potprostor W ,
odnosno Wy , su ortogonalne projekcije na odgovaraju-
¢im Hilbertovim prostorima. Oznadimo sa Pys Pq ; Ps
J-ortogonalne projekcije na potprostore wx ’ w; ’ w;
respektivno, Tada vrijedi:

IECaIPx)|2 ¢ o2 | [ECo)IPx,pix]| ¢ §2 [Pix,;?ixﬂ <
£ 52\\Pixn 462 12012 =12 (A€ AN {«]),x€H,i-1,2)

Za operator E(A) P, VAN a4(S\\\{J}) vrlaedi
E(A)Pox = P x za o(.é A i E(L\)Pox = za oL Q-‘ A .
Dakle u svakom sludaju HE(ZS)POH & “Po“ o Pod3to jJe

CECQ) E([L)Po + E(LS)Pl + E([S)P2 vrijedi:

LBl & £ SR+ SR, A € A\ A<D,

Time je dokazano da (2) =>(3),

(3) = (1), Neka je (Zﬁ ) Proizvoljan niz za
koji vrijedi A 604(8 \{oc}) oL €N, D 2A L,
n=1§2,..; ,_Nizf J—ortogonalnlh projekecija (E(Zln)) is-
punjava zbog (3) pretpostavke leme 2,3, pa postoji
lim E(A,) u jakoj konvergenciji operatora, Time je
teorem dokazan,

Na isti nacin kao Sto je u dokazu teorema 2.4,
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‘dokazano da (2) >>(3)' moZe se dokazéti da je za fik-
~siran A 6504(5\\C(E)), ZS N c(E) = familija ope-
ratora { E(ZS.F\ZS )s A\ E u4(S\\c(E))} uniformno ogra-
nidena, Stvarno, posto Je ZS N c(E)‘ g, skup

s\\zk €.J4(S\\C(E)) je okollna skupg c(E) , pa se
izvan skupa S\\ZX nalazi samo konadno mnogo kompo-

nenata povezanosti skupa et v g ( 0%, 8~ su iz
leme 2, 1; u kojoj uslov c(E) {dfk nije bio bitno
ogranlcenae) Dakle A N O— =: N7 € u4(S\\c(E)) i

odigledno vrlaedl E([ﬁ ) = E([§+) + E(Zk Ye Prostori

(E([& )E, -, ]) i (E([} JHy, -[+,+]) su Hilbertovi
prostorl i restrikcije operatora E(ZAIW [X )y [}Cluq(s\\c(E))
na ove prostore su ortogonalni proaektorl u t1m prostorlma.
Postoji realan broj §>0 takav dg je

‘ \[x,x]\ < \\}%\\2 < 52 \Y_x,x}\ za sx}e er(Qf')H.
Sada &fijedi ‘f

I

lECA N ﬁ ):qn \BCA) B(AD= ]| + \E(A) B(A x| &
< 5([[E(A)L(A )x, x]\1/2 o \BCAIE(AS >x,xj\1/2>é |
< (‘i[h(A )x x:lll/g 1N )Ji,X]ll/g <
CSCNEAD®Y + WEGADxI &
CICNEADL + LE(AD IDix] (x€ H).

Dakle familija operatora {_E( AN A )y O écA (S\C(E))}

je uniformno ogranlcena.

DEFINICIJA 2, 4, Za J-spektralnu funkciju' E
definisanu na familiji (74(8\\c(h)) kaZemo da je
cvolstvena spektralna funkcija operatora A iz*'' H u H
ako za svaki ﬁxé.g4(S\\c(E)) vrijedi: |
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(a) E(A) (dom (A)) € dom (A) i
E(QA)Ax = AE(D)x  (x€dom (A))
(b) S (Al E(A)H) € Cc1(D),

Iz uslova (b) Jje jasno da ako je J-spektralna
funk013a E svogst#ena spektralna funkcija operatora A
onda je CSe(A) c s, pa operator A moZe biti neogra-
niden samo ako je S =R o U daljem kada se javlja
co € S uvijek smatramo S =R,

v
o TEOREM 2.5, Neka je dJ-spektralna funkcija E |
svojstvena spektralna funkcija J-unitarnog (resp. J-her-
mitskog) operatora A, Tada vrijedi |

() G (A) = supp(E),

(a) za Zﬁ € d4(S\\c(E)), [SO(\ c(E) = & vri-
jedi

AlE(Zlo)H = g s dE(s), za ograniden operator
AO .
A\E([x‘)H- pri demu integral konverglra u uniformnoj
konvergen0131 operatora, a

L
AE(D))x = % s dE(s)x, x€dom(A) =za neogra-

Ao S |
niden operator A\E([SO)H,

Dokaze. (c) DNeka je A\ otvoren interval iz
A(S\e()) sadrian u Q (&), LAY NG _(A) = & i
pretpostavimo da vrijedi E(A) # 0, Tada je (5 (A[E(ZS)H)=# B
Stvarno, za neogranilen operator A o ¢ Cl(zﬁ), a
G (A[E(Zx)H) Ci1(A) pa je operator: A\E(ZX)H ogra-
plgeno Ako je operator A ogranicen onda je tim prije
i operator A|E(AN)H ograniden, U oba sludaja vrijedi
S\ + & ([12] teorem 3, str. 169). S druge
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strane jei Q{A|E(A)H) < (5 (4) jer‘i je i potprostor
E(AYH. J- brtogonalno dopunalv i reducira operator A,

t3. vrijedi A[ECA)E) C E(AE i A(E(§,\A>H> c E(S\A YH.
Dakle VTlJedl o (A) N cin) # @ $tp je prema izboru
1ntervala..[3 nemoguce, pa mora biti P([B) = 0, Time Jje
dokazano da vrijedi Q (A)C S\\suppLE).‘Obrnuto, za
otvoren interval A , A © S\ supp(E) je E(A) =0, pa
je E(BNA ) =1I. Prema (b) iz definicije 2.4. Jje

Ge(A) = 6e(A\ E(S\NA)H) € C1(8NA) = s\O
pa je ZL‘E(Q(A). Specijalno za oo ¢.supp(E) operator

A je ograniden. (Uzimamo za A okolinu od = , pa
o ¢ S\A, a § (A)C SNA,) Ovim je dokazana i inklu -

- zija S\ supp (E) CZ‘Q(A), pa vrijedi G (A) = supp(E).

(1) Neka je A _edA(SNc(@), /\ Nc(E) =B .
Koristimo razmatranja koga su prethodila deflqlclal 2elke
Definigimo preslikavanja E', ET, i E_:

LA E(AOAT), A€ AENeE).

Jasno Jje da ova preslikavanja moZemo smatrati definisa-~

‘riilm  na  algebri 04(8) jer je skup S\\élo okolina

skupa c(E). Prebrojivo aditivne funkcije

A —ET (L) BN OE (A CABENe®))

~(Vidjeti uslov 4) iz definicije 2.2.) mogu se produziti

do Therhitskih spektralnih maera ¢ [&] x.1. st?.888 i 892)
u Hilbertovom prostoru (E([X")H\[_ 1b ( l}} teorem 3,
str. 127) Ove hermitske spektralne mjere su dekcmp02101ae
Jedlnlce unitarnog (resp. hermitskog) operatora A\E(él+)H
(u Hllbertovom prostoru (E([&-)H,[_ ]D) jer zadovolgava-
ju uslove analorne sa (a) i (b) iz definicije 2.4,
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( [4]”X:1;'étr;889). Prema spektralnom teoremu .( {5] teo -
remil i 2 str.13%8) imamo da je

o . . N
ME(AE)E =\ s asT ()| B(AT)E

za ograniden operator A\E(ZXO)H, pri éemu integral sa de-

sne strane konvergira u odnosu na uniformnu konvergenciju

operatora, Za neogranilen operator A\E([;o)H je

+ : st
AE([&&‘)X = S s dE™ (s)x, x&dom(A),
Na osnovu definicije funkcija E*, E7, E  sada imamo da je
AE(AO) = AE(Ag) + AE(AY) = Ss s dE7(s) + Ss's’dE‘(s') =

SS s dEotsj' = SS s XAQ(S) dﬁ%o(S)f = & s dEé(ﬁ) =
/ j‘ \g
- (s an(se), é

e

' za bgraniéen operator A\E([& JH, i analogno za neogra -

n1cen operator A\E([§ YH, J—spektralnu funkciju E ogra -
nlcenu'na podskupove skupa Zl mozZemo . pr081r1t1 do ogra-
nlcene spektralne mjere u Hllbertovom ‘prostoru |
(E([} JH,(-4-)), definisane na (5—a1gebr1 Borelpvih pod—
skupova skupa 43 Isto tako prebroglvo aditivnu funkeigju
Eo mozemo produz1t1 do ogranicene spektralne maere u
Hilbertovom prostoru CE(Z& JHy(+y+)) definisane na

6 —algebri Borelovih podskupova skupa S. ( {;8] gl. IV
str.226). Gornje integrale uzimamo u odnosu na ovako pro-

Sirene mjere, Time je teorem dokazan.

Postupajuéi na isti nadin kao u dokazu tvrdnje (d),
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|
teorema 2;5.;moée se dokazati da za svaku kompleksnu fun-

kciju. £ koja. je analiticka na nekoj okolini spektra
O (4) vrijedi

£()|E(ADE = ASS £(s) aE(s)

gdje Je operator sa lijeve strane definisan Riesz-Dunfo-
rdovim funkcionalnim racunom, a integral sa desne strane
konvergira u uniformnoj konvergenciji operatora,

TEOREM 2,6, Operator A iz H u H mp¥e imati
najvise jednu svojstvenu spektralnu funkeciju.

. Dokaz, Neka su E
funkcije “operatora A i neka su c(E;) i C(EE) sku-
rovi njihovih kritidnih tadaka. S obzirom na uslov &)
iz cefinicije 2.2, Da bi dokazali da su svojstﬁene spek-
tralne funkcije E1 i E, identidne na 04(3\\(0(E1)LJC(E2)))
dovoljno Jje dokazati da su ove funkcije identiéne na za-
tvorenim skupovima iz 04’(8\\(0(E1) V) C(EB)))' Neka su
'45 i A iz 04(8\\(C(E1) U C(EE)))’ /\ zatvoren skup,
A’ otvoren skup i A S /A. Neka je erl(A)_H.
Posmatrajmo jednakost :

1 1 E, svojstvene spektralne

R(z;A)x = R(z,A)Eg(ék')x + R(z,A)Eg(S\\[S')X, | | (2.5)

Stavljajuéi R(z,4)x = R(z,A ) El(ZX)H)x,

: : 'z & ?(A\EI(A)H)? C\A o, _‘

vidi se da se lijeva strana ove jednakosti moZe gnaliticé-
ki produZiti na skup G\ A . Analogno funkecija

z k~>R(z§A)E2(£§')x moze se analitidki produZiti na skup
CN\ c1(8"), a z —>R(z,A)E,(5\A")x na skup A,
Dakle prema jednakosti (2.5) ovako produZena funkeija

z k~>R(z;A)E2(S\\4§’)x moze imati singularitete samo u

!
1
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krajnjim tadkama intervala A ‘., Neka je (3 jedna krajnja
: \

tadka intervala A, Integrirajmo jednakost (2.5) po

kruznici rh 'sa centrom u (3 1 polupreénikom dovoljno

malim da kruZnica ne sijede interval \ . Tada imamo
i

0 = E;(A") ) R(z,A)x dz + Ex(S\NA”) { R(z,4)x dz
o o Te
Oba integrala sa desne strane posljednje jednakosti su
jednaka nuli, pa je funkcija z r—>R(z,A)E,(SN\A"x
analitidka u cijeloj kompleksnoj ravni. Neka Jje [T rek-
tifikabilna Jordanova kriva koja sadrzi skup [§ 11 svojogJ
unutrasnjosti, Tada je

(2i)~L 3 R(z,A)xdz = x, a (2T 1)~1 S R(z,A)E5(S\ A )xdz=0.
roo r |

Dakle E2(S\\£$')x = 0 za sve X iz El(lk)H. ?ime je do-

kazano da je E,(A")x = x za sve x iz E;(A)H, tj. |

E2([l')H QjEl(kg)H, ¢im je A2 A, Z¥' otvoren skup,

A\ zatvore. skup iz ¢4(S\\(c(El) U c(Eé))), Neka je (Zln)

niz otvorenih skupova iz uﬁ'(s\\(c(El)jU c(E5))),

A2 ALY i&ng AN, n=1,2,,.0 1 gﬂA! = A . Tada je

prema usloyu 4: iz definicije 2.2, }im 32(£§n) = E2(A§),

a na osnovu ve¢ dokazanog je E,(A)E P El(Zl)H. Zamjenju -

Juéi uloge svojstvenih spektralnih funkcija El i E2

dobijamo da je El(ZS) = E2([§) za sve zatvorene skupove

A iz J4(S\\(C(El) U c(E;))), pa su funkcije E, i E

identicne na Lf¢(S‘\(c(El) U c(E2)))° Na osnovu ovoga

lako se pokaze da je c(El) = c(E2)° Stvarno, za proizvoljan

skup [3é504(s\\c(E.)), j=1l,2 postoji skup

A‘e AN (@) U c(E,))) takav da je A’ A, pa je

L € c(E.) ako i samo ako je za svaki skup '

A € AN (c(E)) Uc(E,))) potprostor B.(A)H, j=1,2

indefinitan., Dakle < € c(E;) ako i samoaako < € c(Ey).

Ovim je teorem dokazan,

2
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ITI. POZITIBILNI J-UNITARNI OPERATORI. SPEKTRALNI TEOREM

DEFINICIJA 3.1. Za J-unitaran operator U kaZe-
mo da Jje pozitibilan ako postoji funkcija g iz Qr(U),

koja se ne poniétavé ni na jednoj komponenti njenog pod-
rué¢ja analiticnosti, za koju vrijedi

le(W=x,x| > © (x ¢H) - (3.1)

Za. funkciju .g iz ove definicije kazemo da je Bozitivi—
rajuéa funkcija operatora U, '

Poznatoqje da je svaki J—unifaran operator u:

prostoru Pontrjagina ’ft'k pozitibilan@s] teorem 42.1. i B} () s‘tr.ii.),

PROPOZICIJA 3.1. Pozitivirajuda funkcija g
operatora U na njegovom spektru uzima realne vrijed-

nosti i funkecija g u spektru operatora! U ipma samo

konaéno mnogo nula,

: Dokaz, Prema teoremu o preslikavanju spektra
( {;2] teorem 8, str.483%) vrijedi O(g(U)) = g(6(U)).
Ograniden operator g(U) je prema (3,1) J-pozitivan
pa je njegov spektar, prema propoziciji 1.270, realan,
Dakle g(& (U)) €TR . Da bi dokazali drugu tvrdnju pro-
pozicije stavimo } i

N(g):= {ze rg(z) = 6}-0

Dokazééemo da je N(g) N G(U) konadan skup. Ako bi
naime skup N(g) N S(U) bio beskonadan zbog kompak-
tnosti skupa & (U) postojao bi konvergentan niz medu-
sobno razliditih &lanova (z,) takav da z € N(g) N&(U),
n=1,25000 4 2z, => 2  (n =), z, € G(U)s PoSto

z, € S(U) postoji jedna otvorena komponenta povezanosti

70
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Q2 podrud¢ja analiticnosti funkcije g koja sadrzi tacku
zo, pa postoji prirodan broj n, takav da je 1z € Qe

za n » n_. Odavde slijedi ( [22] , teorem 2.7.) da se
funkecija g ponistava na komponenti S2 svog podrucja
analitidnosti jer u komponenti SC le¥e medusobno razlidi-

n

zoeé;z. Ovo je prema definiciji 3.l. nemoguie, pa Je
skup N(g) n &(U) konadan, Primijetimo da je u dokazu

te nule z_, 1 % n_, funkcije g i 2z, — 1z (n =),

posljednje.injenice bilo vazno samo da Jje skup & (U)
kompaktan i da je sadrzan.u podruc¢ju analiticénosti funk-
"cije go. Tako je propozicija dokazana,

Neka je g pozitivirajuca funkcija J-unitarnog
operatora. U. U dokazu propozicije 1.32. pokazane je da

vrijedi
{g(U)x,ﬁl = [x,g*(U)il tx €H),
dékieﬁi funkdija  g# jé pozitivirajuéa za operator U,
Funkcija '
étzj - g(Z) + g*(z) &zé domtg) N (dom(g))* ) (3.2)

je.takbdé pozitivirajuéa funkcija operatora U i za nju
vrijedi '

A ‘ A 5 A o ! * ’
8(z") = g(z)! (z € dom(g)) (tj. B8 = 8), (3.3)
pa je funkcija g realna na jediniénoj\kru%nici C kom-
pleksne ravni (u onim tadkama u kojim je definisana);
5 1

e 0d sada éemo pod pojmom pozitivirajuéa fuﬁkcija
‘Jeunitarnog operatora podrazumijevati ' funkciju koja
ima osobinu (3.3). ‘ ‘

t
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- LEMA 3,2, Neka je U pozitibilan J-unitaran
bperator i neka je g njegova pozitivirajuéa funkcija,
Tada vrijedi z € G (UIN\C = Oé(U), ako i samo ako je
2 nula svake pozitivirajuée funkcije operatora U. Red
nule ‘ZOGE(SO(U) funkecije g nije manji od njenog
Rieszovog indegsa u odnosu na operator: U, Za funkciju g
postoji pozitiyirajuéa funkcija 8, 22 koju je _
N(go)\\C =,(50§U), red nule funkcije go iz skupa C%(U) 3
jednak njenom |Rieszovom indeksu i N(gb)f\Q = N(g)NC.,
Specijalno’ je %kup 60(U) konadan i si@etriéan u odnosu
na jedini&nu kruZnicu C. i Rieszov ipdeks svake tadke
iz 0 (U) | Je %eéi od nule, E i

T L
Dokaz,.  Neka je 2, # 0 kompl%ksa? broj, zééi C
i neka je g pozitivirajuéa funkcija operatora U, za
koju vrijedi g(zo) # 0, Lako se vidi da postoji tadka
>\6 € ¢(U) takva da funkcija

n(Ags2) = &(2) (= A )TE - 1) Geaom(e)\[A N} )
o

ima vrijednost koja nije realan broj za z = z,+ Naime
In ((z.-%) (21 -%) = 0 < In(lz |25, + Rz ) = 0
o o o o a

Posljednja Jjednakost je, zbog lzo\#=1 ekvivalentna sa
Im(>\20) = 0, 8to Jje ispunjeno ako 1 samo ako je
A=azg (a2 ¢ R ), Dakle u sludaju da broj g(zo) nije
realan dovoljno je uzeti )\0 = a3z (ao¢ 1, aoaé\zo\'g)
i )\OE <3(U). U sludaju da je broj g(zo) realan dovolj-
no. je uzeti broj Ao € () 1 RO:# az (aelR ) U
daljem - je >\OE Q (U) izabrano tako da h( 7\,0"25>¢R .
Stavimo h(U) = h(A_,U)e Imamo da je
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Prema propoziciji 1.27. odavde slijedi G (n(U))SR .

S druge strane prema teoremu o preslikavanju spektra vri-
jedi h(S(U)) =6 (a(U))< R pa je z, € o(U). Dakle
tacka: z, € GO(U) mora biti nula svake pozitivirajuée
funkcije J-unitarnog operatora U, Spedijalno, za proiz-
voljnu"pozitivirajuéu funkciju g peratora U Je
GJ(U) N(g)(\‘S(U), a posljednji skup Je prema propoz1-
ciji 3.i. konadan.

- Neka je %:ZGQQB otvoren skup na*kome je funkcija
g-analitiéka; éﬁg’? S(U) i neka jef;lol proizvoljan ogra -
niden podskip skupa S2 za koji je GS(U)C\§2 Cl(g20)€ Se
i 04018, 2

u podrucau qnal tlcnostl 52 funkcije g pa prema propo-
}

kup 01(52 ) je kompaktan 1 sadrZan je

ziciji 3.1..funk01aa g u skupu Cl(S) 1ma samo kona-
c¢an broj nula, Konstruisaéemo sada poz1ﬁ1vifajuéu funkci-
ju- gy operatora U koja u skupu G2, \\(C v (U)) nema
nula, Analogno zakljudujemo da u skupu 01(52 ) ima samo
konacan broj nula funkcije g. Neka su ZygeesyZy SVe

* ’
nule funkcije g koJje leze u SBOLJQQD s ne pripadaju
skupu G _(U) i lz5] > 1, §=1,2,...,k. Zbog (3.3) talke
Zygese92, Su nule funkcije g, one ne pripadaju skupu
(SO(U) i \z | <1, 3=1,2,.0e4ke Tako 1mamo sve nule
funkcije g kO]e lefe u skupu (82 LJEE N(C U GO(U)).
Lako se- vidi da je red nula zj i zg funkecije g
jednak i ovaj red oznadimo sa Vi J=lyeceqoke Definisimo

-V.

g(z) = g(z)jza(z - zj)_zi (% -2y (ze dom(g))

23

O¢igledno da Jje funkcija 8y pozitivirajuéa funkcija
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operatora U i da u skupu ) L)Slo nema nula van skupa
6 (U)uC, U daljem funk013u g; moZemo smatrati defini~-
sanom na skupu S? RS, S? , tako da jJe N(gl)\\c = 6 (0.

zgy z2g € O, (U)s Prema pro-
*

poziciji 1.39., Rieszovi indeksi brojeva Z o i zZ, U od-

nosu na J-unitaran operator U su Jednaki i taJ indeks

Pretpostav1mo sada da

oznadimo sa V o+ Red nula =z i ng funkcije g ozna-
dimo sa v _. Prema teoremu l.3%%. potprostori E({zé\)H

i E({z '})H su neutralni, pa za yléiE(ﬁzo})H i

yo € E({zo ‘J)H vrijedi

[gl(U) (ylt y251yli Y2_} = t[gl(U)yI’YAt [81(U)5,’2,YB Z 0

Odavde slijedi da je [gl(U)x x| =0, ;?er({zo,z JIE i
poSto je operator g, (U) J-pozitivan prema Schwarzovoj
nejednakosti (1.28) je igl(U)x,y] = 0, x,yéEE({z 12 })H
Projektor E({zo,zo'}) Je. J-hermitski operator prema
teoremu 1,34, i on komutira sa operatorom 8y (U) pa je

e (Wx,3] = 0, x€E{z,,2,] )E, yE€H, ti. g {hx = 0,

x:&E({zo,z })H Specijalno gl(U)\E({z"S)H = 0, Stavimo
‘ ~v |
g5(2) = gl(Z) (z -z, ° (?edOm(gl)‘)

PosSto je G (U[E({z Y)H) ={z] i g2§zoj % O imamo da
0 ¢ G(g(WIE(z ) )E). Kako je |

Y o
g2(0) (U = 2,1) E({z})H = g (DE( 2} )E ¥ {0},
méfa dakle 5iti
I
(U - 2,1 ° E({z })H = {0}

Prema teoremu 1.38. odavde slijedi da Je Voé:vo. Funkcija
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N : - . _ : H $ _v .
85(z> = gy(z) (z - zo)vo Yo (% - %5 y° o° (z € dom(gq))

je pozitivirajuéa funkcija operatora U, Naime ova funkci -
ja ima u tadkama z_ i zg' nule reda Y  pa se njena
operatorska vrijednost za operator U ponistava na pot-
prostoru E({zo,zg} )H, prema teoremu 1.38, Projektor
E({zo,z:}) je J-hermitski operator pa je potprostor
E((S(U)\\{zo,zé} JHE J-ortogonalni komplement potprostora
v‘E({zo,zé‘})H i na njemu je definisan operator

: - V.=V _ N =V
(7 - zoI) °© % (y 1. EOI) o o° , pa se lako dobije da je

funkcija\-ga"pozitivirajuéa funkcija operatora U, Ako

- potpuno analogna razmatranja provedemo za ostale tadke

iz GO(U) dobijamo pozitivirajuéu funkciju g, operato-

ra U sa osobinama navedenim u lemi. Time Jje lema dokaza na.

Na osnovu ove leme Kreinov prostor H moZe se
predstaviti kao direktna J-ortogonalna suma dvaju Kreino-
vih prostora Hj = E(GO(U))H i Hy = E(G (U) N C)H,

Oba potprostora reduciraju operator U i vrijedi
G(U\H,Y =G _(U) i G(UIH)) = &(U) N C. Dakle spektar
operatora U\Ho sastoji se od najvise konadéno mnogo
svojstvenih vrijednosti sa konacénim Rieszovim indeksima,
Spektralni teorem za operatore ¢iji se spektar sastoji od
konadno mnogo svojstvenih vrijednosti sa konadnim Rieszo-~
vik indeksima jé slidan kao za operatore u konafnc dimen-
zionalnim prostorima i dat je u [4] VII.5.22., i}i [23]
IIT 6.5. 1z dokaza leme 3.2, vidi se da za svaku poziti-
virajuéu funkciju g operatora U vrijedi> ‘

} g(U)[H, = g(U|H)) = O,
pa-je J—unitargn operator U\H1 pozitibilan, Djeiomiéno
vrijedi i obrnuta tvrdnja: Ako se dio spektra J-unitarnog
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opefaﬁéra U _koji leZi van jediniéne kruznice G sastoji
Qd,konaéno-mnogofsvojstvenih-vrijédnosti sa;konaénim Rieszo-
vim indeksima i ako je J-unitaran operator U|E(G (U)\C)H
pozitibilan onda je i1 operator U pozitibilan. Dovoljno

je naime pozitivirajuéu funkciju operatéra U\E(G (U)NC)HH
pomnoziti sa u |

k - V. !

MGz -2)9 (-3, )7

j=1 d z  z
pri ¢emu su zl,...,zk.-taéke spektra operatora U ‘koje
lefe van. jedinidne kruZnice C 1 Vj,...,%, su njima
odgovarajuéi Rieszovi indeksi (vidjeti teorem 1,34, i
1958.)058 obzirom na prethodna razmatranja u daljem se
moZemo ograniditi na pozitibilne J-unltarne operatore
sa spektrom na Jedlnlcnoa kruznici C,

I
Neka je?.g pozitivirajuéa funkbija J-unitarnog

6peratora U C%Jl spektar le?i na JedlhlcnOJ quznlcl C
i neka Je‘ga ogyanlcena otvorena okollnﬁ spektra G (U)
operatora U Z? proizvoljan x€H sa ; ;

‘P — L?(U)g(U)x x]  (re f(cu 2NY G

definisan Je linearan funkcional na progtoru F(c1sy).
Ovaj funkcional je pozitivan jer za p021t1vnu funkeciju
P iz F (1)) pomoéu Riesz- Dunfordovog funkcional-
nog raduna moZemo definisati operator (P(U)l /2 koji
je prema Korolaru 1l.33, J-hermitski, pa vrijedi

(cfw)g(U)x x] - [g(U)‘f(U)l/z PY%] 2 o

Prema prop0210131 6. 5. str, 298 u Ll2] odavde slljedl da
Je  funkcional deflnlsan u (3.4) neprekldan u odnosu na
uniformnu konvergen013u u F (1)),
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, Kao $to smo vidjeli moZemo smatrati da je funk-

1 " cija ~g-idefinisana i analitidka.na otvorenom skupu

825, 82 5 > ©(U) i da nema nula u skupu S2 \C Neka je
g2 ograniden otvoren skup sadrzan u 52 sa osobinama
01(52 )< 52 g2 2 G(U). Analogno kao 1 u propoziciji
3.1 zaliuquemo da u skupu Cl(§2 ) ima samo konadan

broj nula funk01Je g i prema 1zboru funkcije g 1

skupa.gz sve one leze na C, Sada je océigledno da mo-
Zemo odabraul otvoren skup SEl, SQI‘Z.SQ .SZ 2 G(U)

i ¢1(82.) N N(g) = N(g) N 6, ti. funk013a g nema
u skupuﬁgzl nula van skupa G (U). Presjek skupa 521 i
jediniéne kruznice C sastoji se od najviée prebrojivo
mnogo (u odnosu na C) otvorenih, povezanih i medusobno
disjunktnih lukova od kojih samo konadan broj ima ne-
prazan presjek éa.spektrom 6(U), Ove lukove oznacéimo sa,
Zl,...,f Funkdija g Jje neprekidna i realna (vidjeti
(3.3)) na skupu UZ i u ovom skupu 1maAsamo konadan
broj nula i to su sve nule funkcije g koae leZza u
skupu C1(821). Funkcija g Je ogranlcena na skupu
Cl(52 ), pa je ogranilena i na skupu L)Cl(ég). Prema
nlzboru skupa 1 funkcija g nije jednakainuli u kraj-
njim tadk.ma lukova Zl""’ém' Oznadimo sa & nepreki-
dno produZenje funkcije g na C, uz uslov'da § ima
najmanji moguéi broj nula i da je realna na' C, Funkciju
g definiSimo na CN\(UC1(L.)) na primjer na sljedeéi
nadin: Skup - C\\(L)Cl(g )) je unija od m' medusobno
disjunktnih lukova, Neka su exp(ito)f i exp(itl) (i2=-1)
krajnje tacke jednog takvog luka, O ¢ t, -t -4y

i neka talke oblika exp(i(zt  + (1 - ﬁ')tl), ¢ efo,1]
ne pripadaju skupu L)@ Tada stavljamo

&(exp (1(Th +(1-0)5,)))=Te(exp (it ))+(1-Dglexp(ity)) (Te(0,1] ).
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Funkcija §& dima paran broj nula ako uzmemq u obzir vise-
struke nule onoliko puta kolika Je njihova vigestrukost.,
Oznadimo te nule S& ZjyeeeyZy e Definisimo

3= “ "n4

§(2)==wY£1\1tz - zj)(l - —1—_)cj (ze G\{o}, @€ {-1,1}) (3.5)

pri cemu jJe

J n+Jj

Napomenimb da su prema definiciji funkcije & sgve nule van
skupa © (U) jednostruke. '

Uzimajuéi u obzir da Jje z. Ej'= 1, j=l,...,2n lako se
provjerava da jednakost (3.3) vrijedi za svaki umnoZak u
definiciji- trigonometrijskog polinoma p. Dakle jednakost

(3.3) vrijedi i za trigonometrijski polinom p tj.

p(z™) = p(2) (ze C\{o0} ).

Funkcija p Je prema tome realna na C 1 mijenja znak

u istim tadkama kao i funkcija &. Izaberemo w € {-1,1}

tako da bude p(z) g(z) > 0, z€ C, Prema definiciji fun-

‘kcije .p.. i izboru funkcije g funkcija p/g Jje anali-

tidka na skupu(gal, a na skupu’ﬁél(\ C je pozitivna,
Posto je funkcija p/g pozitivna na skupu C 1 u tom
skupu nema nula postoJi realsn broj 8?>O takav da je
p(z)/8(z) > 29 » z€C. Specijalno je p(z)/g(z) > 25 ’
zeggifW C. Neka je 52 otvoren podskup skupa 1 sa
sljedeéim osobinama: skup C1(S2) je simetridan u odnosu
na jediniénu kruZnicu, Re(p(z)/g(z)) > 2§ y 55652. i

skup G\ C1(L2) ima najvife dvije komponente, Ovakav

skup postoji, Stvarno, funkcija Re(p/g) Jje neprekidna
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'na«gwl’ pa Je skup (Re(p/g))_l((Eé +03))F\£2 otvoren,
sadrzi skup ©(U)(< SZ N C), te se ﬁKU) moZe prekri-
ti sa konaé¢no mnogo otvorenlh krugova kogl su sadrzani u
tom skupu., Oznadimo uniju tih konacno mpogo krugova sa
520 i stavimo S2 = SEOlJ SZO‘:'SZl, Prema Mergeljanovom
teoremu ( [19) teorem 2,3, str. 44, L2£] str. 390) funk-
cija p/g moZe se aproksimirati racionalnim funkcijama
(koje imaju polove samo u O i o) wuniformno na C1(52).
Ove racionalne funkcije mozemo odabrati tako da imaju
osobinu (3.3). Stvarno ako racionalna funkcija r aprok-
simira funkciju p/g sa tainoSéu g(e>donda i raclonalna
funkcija r* aproksimira funkciju p/g sa tacnoscu E
jer funkcija p/g ima osobinu (3.3), Racionalna funkcija
(1/2)(r + r*) ima osobinu (3.3) i aproksimira funkeciju
p/g sa tadnodéu € . Dalje éemo uvijek aproksimiréti funk-
ciju p/g racionalnim funkcijama koje imaju osobinu (5.5).
Neka racionalna funkcija r aproksimira funkcijﬁ p/g
uniformno na Cﬁ(gé) sa tadnodéu £ . Ako uzmemp
0<e <d onda!vrlaedl ; 4
L

: i i

Fem(&)} {zeC: Re(z)> 3}

| |

{r(z>

6

Na osnovu gvogal, uzimajuéi Jjednu granu funk013e Z hﬁ>f—_
Cl(S> ), mozemo jednoznadno deflnlsaél funkeiju z ~>yr(z),

ze;Cl(SZ) koja je analitidka funkeija na skupu Se i

na skupu S2NC uzima pozitivne vrijednosti. Pomodéu ove

funkcije i Riesz-Dunfordovog funkecionalnog racuna

vdeflnlsan je operator r(U)l/2 koji Jje ©prema korolaru 1.323.

J-hermitski operator. Dakle
[=(We(Wx,x] = [er2,2(1)%x] 3 0 (xeH), (3.6)

Neka je sada (rk) niz racionalnih funkcija koji konver-
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gira uniformno na C1(S82) ka funkciji ip/gg Tada vrijedi
( [12] teorem 9,6, str. 480) ‘ S i

lim 7 (0) - (p/8) (V) ﬁ
i p(U) - (p/8)(U) g(U), pa je }
lin 2, (1) &(0) = p(U)

Za skoro sve operatore rk(U)§ k=1,2,;;; vrijedi nejedna-
kost (3.6) pa je

[p(Wx,x] = lim Yrk(U)g(U)x;x'_\ >0  (xeH)
Time je dokazano da je i trigonometrijski polinom p
pozitivirajuéa funkcija J-unitarnog operatora U ¢&iji
spektar leZi na | jedinidnoj kruZnici Cs S obzirom na
razmatranja poslije dokaza leme 3.2, ovim je dokazan

i
)

1l
}e

| TEOREM '.3. J-unitaran operatori U Jje pozitibilan
ako.1 samo ako kbstoji trigonometrijskigpolinom p za
: ' !

| ‘

koji vrijedi ‘
i
i
!
‘ | ‘

: \ ; ;

Pri tome se trigonometrijski polinom p moZe odabrati tako
da zadovoljava (3.3). U sludaju da je ©(U) €C trigo-
nometrijski polinom p moZe se odabrati tako da bude ob-
lika (3.5), pri demu sve nule trigonometrijskog polinoma

u (3.5) 1le¥e na jedinidnoj kruinici.

| |
| i |
| [p(0x,x] > 0 (x€H). |

Prostor §€“<ZO); Oznadimo sa A(zo) skup svih
kompleksnih funkciga koje su neprekidna na jediniénoj

kruznici C kompleksne ravni i koje su u nekoj e¢kolini
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( uw G) tadke Zos | 2 analitilke. Na skupu A(zo)

ol =

’ zadaaemo slaedecu topolog13u° Neka Je (ZLn) niz otvore-

nih okollna tacke Z koji ima sljedele osobine: Cl(%in)
je kompaktan skup i ne sadrZi nulu, U , 2 Cl(iln+1),
Cl(Z{n) i Q}\\\Cl(lln) su povezani skupovi, n=l,2,...

i za svaku.okolinu tacke Z postoji prirodan broj n’
koji zavisi od te okoline, tako da svi skupovi Z(n’
n >n’ le’e u toj okolini, Za proizvoljnu funkeciju £
definisanu na jedinicénoJ kruznici C gtavljamo

I£l += sup {|£(2) : z¢€ G |

Neka je Dn(zo) skup svih funkcija iz A(zo) koje su
analitidke na nekoj okolini skupa Cl(Z&n). DefjniSimo
normu na vektorskom prostoru Dn(zo):

llflln q 2, —maX{llfll,sup {]f(k)(ZD\ :zéCl(Uh)},Oékéq} (£ep (z.))
_ Normiran prostor (Dn(zo), e N q i ) oznadava-
mo sa D q(zo) Jasno Je

Az) = U D020

Sa A,(zo) oznadavamo prostor A(zo) ‘snaijeven naj-
jaéom lokalno konveksnom topologijom koja je na prostoru
n, (z ) y, n=1,2,... slabija od topologlae odredene gore
deflnlsanom normom, Lako se vidi da Je ova topologlaa
nezavisna od izbora niza (QL )o Neka Je fed (z ) 1

neka f‘QI) (z ). Prema Mergelaanovom teoremu ([;Q] Vél])
postoji an ra01onaln1h funkeija (r ) (koje imaju pol

samo u nuli tj. trigonometrijskih pollnoma) koal kon-
vergira uniformno na CLJCl(le) ka f. U sluéaju da je
funkcija f realna na C mozemo odabrati racionalne

funkcijé T n=1,2,'.".° tako da i one budu realne na C,
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Prema tgoremu 10627, ( [21] str.214) niz (r k ) konver-

gira uniformno na Cl(le+l) ka funkcﬂji 2za proiz-
voljno k=1,2,ess o Dakle za proitvoljno £>0 postoji pri-
rodan broj N(E&) tako da je

!

r, - £l

D e, <E (n > N(E)),
n m+l,q,zo : ,
PoSto je topologija inducirana sa A (z ) na m+l (z )
slabija od norma topologije na ovom prostoru odavde Sll—
jedi da niz (rn) konvergira ka f u topologiji na

A (z )e Time je dokazana

LEMA 3,4, Skup racionalnih funkcija (sa polom u
nuli) Jje gust u prostoru Aq(zo)‘ ’

U daljem ¢emo cesto raditi sa kompleksnim funkci-
jama definisanim na jediniéno]J kru¥nici C, Neka je g
kompleksna funkcija definisana na C, Ako postoji gra-
ni¢na vrijednost

15q 8C2) = g(Z)
Z =7 2 -7
Z,z€ C

reéi éemo da funkcija g ima izvod (ili preciznije izvod
po kruznlcl) u tadki Z. Ovaj izvod oznacdavacemo sa
g’(g). ‘Kada bude rijeé o izvodu funkcija koje su defi-
" nisane samo na jedinic¢noJj kruznici onda podrazumijevamo
ovako definisan izvod po kruZnici, a kada je rijeé o izvo-
du funkcije definisane i van Jjedinicéne kruZnice onda pod-
razumijevamo uobiéajeno definisan izvod,

87 (z ) oznacavamo skup svih komleksnih funkecija
koje su neprekldne na jediniénoj kru¥nici C, @ u nekoj oko-
lini (u C) tadke z, ‘imaju neprekidne izvode reda ¢ Qe
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N Topologija na vektorskom prostoiu. %E(zo) zadata
je slidno kao i na A (zo); Naime, neka]je.}(Gﬂl) niz
otvorenih okolina (u C) talke 1z, koji ima sljedece
osobine : 01; C, &, dJe povezen skup, -(9’n 2 Cl(ﬁn+l),
n=1,2,.... i za svaku okolinu 7 talke z postoji pri-
rodan broj n(l) takav da je ﬁilg Zﬁ, zé n>n( V). Neka
je ‘QD (z ) skup svih funkecija iz ‘Z (z,) koje imeju
neprekldne 1zvode reds £gq na Cl((? )P JaSno je %? (z ) =
= L/UD (z )e Na prostoru o@ ) | definiSemo normu :

[[f“m ,q,2 —max&{sup |f(z)|,z€C} Sup{\_f( )(z)\ zec]_(D )} o<v<q}(fez (z. ))

Smatramo da je prostor if (z ) snabdjeven najjacom lokal-
no konveksnom topologijom koaa je na prostoru oZ) (z ),
m=1 2,... slablaa od topologije odredene gore deflnlsanom
normom. Leko se vidi da je ova topologija nezavisna od izbo-
ra niza ( Oh);

LEMA 5.5; Skup Aq(zo) Je gust u prostoru '%fq(zo).

Dokaz. fNeka je ch&D (z ). Prema defin101Jl prostora
JD (z ) funk?laa g ima neprekldan 'q=-ti izvod na luku
Cl(@ ) Prema hergelganovom teoremu (K?I}‘teorgm 20.5,str;386)
postoal pol;uom‘ q za koji vrijedi ;

| J

| | !
2 (2) - 6 (2)] < er2(em? [ (2eCL(0 1)),

pri demu jé € >0 wunaprijed odabran brbj. Ako integrisemo
posljednju jednakost po luku Cl(CTm), uzimajuéi u obzir da Je
2

) D) aw = g2y - g0 V) (zecrd )
z =

(integrecija se vrs3i dui luka,sadrzano% u C1(0 )), dobi-
jasmo da za polinom Pq_l(z) =SP(z) + g a” -1) (z ) ze (5 ,
vrijedi
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[Pqa(® - 6@ < geem¥T Geas ),

‘Ponavljajuci oﬁaj postupak dobijamo polinom P za koji
vrijedit :

\P(zj - g(z)| < &/2 (zeC1( G ),

Sada éemo definisati funkeciju f iz Aq(zo) za koju
e vrijediti - '

e - elin,q,s <& - - (3.6)

Poétd.jé,funkcija g neprekidna na C postoje zatvore-
ni lukovi —61 i —62 ~koji u svojoj unutrasnjosti u C
sadrZe, respektivno, krajnje take o, i £, luka 0o
i za koje vrijedi

8o - s(ee)| < E/n (aedy, 112,
i

Neka je L neki otvoren (u @) skug koj& sadrzi -
tadku. zo,’ 0dc1(U), i za koji vrijedi 01({21)0,0 = 01(6m);

- Stavljamo |

£(z) = P(2) (z €C1(W)) (3.7)

Sada éemo definisati funkciju f na luku :Zl\\Cl(Cﬂn).
Neka je (51 krajnja tadka luka ’Kl goja leZi van luka
Cl((?.m)_ i meka je (> = exp(it”), oclf = exp(it’’),
0Lt - f’<2'ﬁi i sve talke oblika } !
Cexp(i( Tt (1 - T)HE77)), . e (o,1]

pripédajﬁ 1uku -Qi; Tada StaV1jamo
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£(exp(1.(T5 1 (108 1)) =T exp(it” >>+<x?—~>f<exp<1t REGUBE

| |

Analogno postupamo za luk 22\01((7 )

Dalge stavljamo
£(2) = g(z) (zec\(£ U 42 U C1(0 )

Za ovako definisanu funkciju £ Jjasno je da pripada
prostoru A(zo) kao i prostoru &D (z )e Treba jod
dokazati da vrijedi (3.6)., Prema konstruk01J1 pplinoma
P, za z&CL(O ) Jje

{f(k)tzj - S,(k)(z)i 1P 5y - (k)(z)\ < &2 (0<¢k<q),
Za z€ él\Cl(Om) (z=exp(i(’l’t; + (1 =T)Xt’%))) je

O g<z>| = [Te(p) + O -T(ef ) - gla)| &
<Tle(pq) - g(z)\ + (1 —~>\P<oc ) - g(2)| ¢

€ TE/2+1-D) (\P(£))-g ()| +|g()-g(2)]) ¢
$TeE2+(1-7) (E/2+Em) < &

Analogno je za zel S\CL( T )

|£(z) - g(z)} < &

Ovim je dokazano da vrijedi (3.6), a time i da je skup

A(z )!79@ - (z ) gust u prostoru &Om q(zo). Podto je

topologlaa na prostoru Q? (z ) slabija od topologije na
EZ)m q(z ) odavde slijedi ga je prostor A(zo) gust u
prostoru (zo) Time je lema dokazana,

Sada éero dokazatl da ako funkcija g pripada sku~

pu &Cg q_(zo) onda i funk013a g , definisana sa

g(z) = g(z) (zeC): -pripada prostoru OZ% q(zq) i
postoji konstanta K nezavisna od funk013é g 2za koju



-vrijedi

S D <>>
“g“ 79,2, S <Nl myqy2Z, (gC ’

Najprije primijetimo da vrijedi !
_’ . - -2 , )
g (z) = -g"(2) z (zec1(0p))

Diferncirajuéi gornjuvjednakost-i uzimajuéi u obzir da
je izvod funkcije z -2z (2€C) u tadki =z Jednak

-2 dobijamo da svaki od izvoda g(k> (04kx<q)
(definisanih na Cl(éfm)) moZemo izraziti. kao konadnu
linearnu kombinaciju funkcija z +— g d’ Z ; ze&Cl(CVm),
0{j<kgy, 0% {£2g. Dakle postoji konstanta K,
nezavisna od funkcije g tako da vrlaedl

[g<k>.<z>| ¢ K max '\g(a>(z>\ (zéCl(@ ), 0<k<a)
_ ‘O<Ij< k

Odavde je oc1gledno da vrijedi gornaa ‘nejednakogt za no-
rme, U 1emama: 3,4 1 3.5 Jje dokazano da za proiz-
voljno- (£:>O postoal racionalna funkdija 'r sp polom

u nuli za koju vrijedi )

f
, |
e - e < e |
! { MyQy2 g

Na osnovu prethodnlh razmatranja sllaeil da; racionalna
funkcija r (za koju vrijedi *(z) = r(z), z €C) aprok -
simira funkciju g sa tadnodéu K'e o Drugim rijedi-

ma ako niz- racionalnih funkcija (rk) konvergira u

&D (z ) ka funkciji g onda niz (r *) konvergira u

I,q -
D (z ) ka funkeciji g . Ako je funk013a g realna

na C 'onda_nlz _rac1qna1nih funkcija ( % (r;'+ rk))

konvergira u  prostoru =Z)m (zo) ka funkciji g; Sva-
ka od funkcija %(fk*+ Ty 3; k=1,2,... Jje realna na C,
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Na osnovu lema 3;4; i 3,5, 1 prethodnih razmatra-

'naa vrijedi

:«TEOREM 3,6, - Skup sv1h rac1ona1n1h funkcija
(sa polom u nuli) je gust u prostoru %? (z de Skup svih
 racionalnih funkcija (sa polom u nuli) koae su realne
na C Jje gust u potprostoru realnih funkcija 1z %;(z e

U teorému '3.6. zbog jednostavnosti razmatranja
uzeli smo prostdb %Z(ZO). Inade na potpuno analogan
nadin se dokaZe da je prostor racionalnih funkcija sa po-
lom u nuli gust u prostoru ‘

: . . % -
%?(zj,qj; J=lyoeeyV):= g:L_%?qj(Zj)'

Na upravo definisanom prostoru topologija se zadaje analo-
gno zadavanju topologlae na %?(z ) i ovako zadana topo-
logija podudara se sa nagslablaom lokélno;konveksnom to-
pologijom na 2?(2 ,qa; J=lyeeeyV) kojé je 'jada od topo-
logije 1ndu01rane na prostor %%zj,qj;;j=l;...,v) sa
prostora %? (z ) za sve J=lyeesyVe OVO se lako vidi

. upore&u3u01 lokalne baze za ove dvije vektorske topolo-

gije na prostoru %?(za,q J=lyooey Jo U vezi sa gore
koristenim topologijama na uniji, odnosno presaeku lokal-
no konveksnih topoloskih vektorskih prostora vidjeti

[11] 819 str.a1s.

Napomena, . Na isti nadin kako je dokazén teorem 3.6, mozZe
se dokazati da Je skup svih racionalnih funkcija sa polom
u nuli gust u prostoru FEN %2(z ’qj’ j*l;o;;5.). sa
nagslablaom lokalno konveksnom topologlaom koja Je jada
od topologije uniformne konvergencije na B i veé defi-
nisane topologije na %?(za,qd J=lyeeey Jo Pri tome je

B kompaktan podskup kompleksne ravni takav da ge skup
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. vQE\\(CL)B)t'sastoji od najvise dvije komponente od kojih
jedna sadrii nulu, a druga je neogranidena., Prilikom doka-
za ove d&injenice neznatne promjene bi nastale samo u doka-
zu leme 3.4,

4 TEOREM 3,7. Neka je U pozitibilan J-unitaran
operatbr sa spektrom na jedinicnoJ kruzZnici € i neka
‘je p pozitivirajuéi trigonometrijski polinom opera~
%%." ‘tora.,Ugj(iz‘teorema-B;B.) .sa nulama ZigesesZpy koje
leZze na Jjedinicénoj kruZnici. Neka su ql,...,qm y Tes-
pektivno viSestrukosti ovih nula i'Z:qj = 2n. Tada po-
sc0Jji neprekidan homomorfizam

E: %f(zj;qj; J=lyees,m) ~>L(H)
sa sljedeéim osobinama:

@) B = g0) 28 5 €FW) N€(a50055 3715000 ,m)
(ii) supp(E) =‘<5(U)'(definicija skupa supp(E) u dokazu),

(iii) vrijedi E(&)* = E(8), g € €(z,a55 J=1,.e0,m),
specijalno ako je g realna funkcija operator E(g) je J-hermitski,

(iv) nekaiza g iz %%zj,qj; J=lyeeeym) vrijedi

g(z) p(z) > O (8(z) p(z) £0) (z€()

i neka je g/p ogranidena funkcija. Tada vrijedi
E(g)x,x] % 0 ((E(e)x,x] € 0) ' (x€H).

Dokaz. Neka R oznacdava skup svih ' racionalnih
funkcija sa polom u nuli (tj. trigonometrijskih polino-
ma) iz jediniéne sfere u normiranom prostoru

OZDk(Zj;qjs j:l;‘..’m) = .FHOZ)k '

j= (Zj), kFl;ggo;o ;

aq:].
i

l
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Za. trigonometfijski polinom f stavimo da je E(£) :=£(U)
Dokazacemo da ge skup E(R) -slabo ogranlcen u - L(H), pa
je ‘i ogranlcem u L(H). Prije toga prlmlaetlmo da je, za
pr01zvolano x%—H funkecional %
, l j
; Lei |p(0) LF(U)x,X] ’ {
1 < |
definisan za trlgonometrlaske pol:Lnome;E pozltlvan, pa dak-
le i neprekidan u uniformnoJ konvergenclal na C. Stvarno,
neka je ¥ trigonometrijski polinom i CF(Z) 0, z€C,
Tada su nule funkcije & koje leZe na C parne, neka su
to:hwl;...,w i 2v1,...,2vs ‘odgovarajuée vigestruko-

'S
sti, Vrijedi

|
4
|

: v s ) . ' -
P = P [T a-up I G -0 Gio,
J= J

pri Cemu je trigonometrijski polinom 991 strogo pozi-
tivan na C, pa dakle i u nekoj okolini (u (& ) skupa C.
Na toj okolini (u (3 ) definisana je funkeija JQ;I i
pomoéu Riesz-Dunfordovog funkcionalnog raduna i operator
tf (U)l/ koji je prema korolaru 1l.33., J-hermitski. Dakle
vrijedi

S S . .
AW - [?<U><fl<u>gzlcu-wjz>v3 (UL x| -

S S
: 2 V. 2 V.
=[p<U)tr1(U)l/ IRICED Iz, ()L [0y Ix|30

Tako je pozitivnost, pa i neprekidnost u uniformnoj konver-

genciji na C, funkcionala %’he»[?(U)LP(U)x,k] dokazana,
-Na§ trigonometrijski polinom p Je oblika

:E ay -fLako se vidi, analogno kao u sludaju obiénih

J=-n
pollnoma, [15] I- 6 Q¢ str 158, da se svaki trlgpnometrla—

ski polinom f moZe napisati u obliku
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i i .

£(2) = p(z) h(z;£) + g(z3£) (2 # 0) (3.8)

' L . _
pri demu su h(:,f) i g(-;£f) trigoﬂometrijsﬁilpolinoml,
trigonometrijski polinom g(-;f) 1ma10b11k ZE b zJ ’

i J ==-1
gdje koeflcljentl b.(J=—Nyeeey=1,0, 1,...,n-1) zavise
od funkcije f. TIrigonometrijski pollnom g(+31)

ovog oblika odreden je jednoznacno sa f, Vrijedi

p(k)(zj) = O (k:OV,l,'...;qu-l,‘ j=l’2,;oe,m);
| | : |
Diferencirajuéi jednakost (3.8) i koristeéi ovo dobi-
1
l
|
f(k)(z ) = (k)(z o) (k=o,1,...,qj-;, G=lyeeeym)  (3.9)

jamo da je

Posto za fiksiran trigonometrijski polinom f postoji

jedinstven trigonometrijski polinom g(-+,f) koJi zadovo-
ljava (3.8) i ima dati oblik sistem linearnih jednadi-
na (3.9) sa nepoznatim koeficijentima trigonometrijskog
polinoma g(-+,f) ima jedinstveno rjeSenje. Determinanta
ovog sistema je nezavisna od funkeije f i razlicita od
nule, neka je jednaka d(#0), Neka je sada trigonometri-
jski polinom f wuzet iz skupa EQ, trenutno nam treba sa-

t

mo da Jje

lf(k?(zj)\ {1 (k:O,l,...,Qﬁ-l,‘ J=1,2,ee.m).

; . ﬂ

Napomenlmc da plaedan od ¢lanova u determlnantl sistema
(3.9) nlae veﬁl od (3n)! , Sada raesﬁvamp sistem (3.9)
pomodcu Cramerbvog pravila, Oznadimo dbtermlnantu koja se
Javlaa prlllkom racunanja koeflclaenta b (f)
(s——n,.;;,-l 0 1,.;.,n—l) polinoma g( f) sa ds(f). Jas-
no je da vrlaedl ‘
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o

]ds(f)\ ¢ at((n) )Rl (fegl)

Dakle koeflclaentl trlgonometrlasklh pollnoma g( f),

 -”fe;52 su uniformno ogranideni (sa n!((3n)! )n- /1al).

Rt

Gorrju procjenu mogli bi dobiti i puno tacnije ali nama
je vaina uniformna ogranicenost koeficijenata trigonomet;
rijskih polinoma g(+,f£), feR.

Dokazimo da su i funkcije h(-,f), fe;ﬁl unifor-
mno ogranlcene na C. Za svaku tadku z. fiksirajmo jednu

njenu. zatvorenu povezanu okolinu ﬁG( u C) manju od pola

;kruénlce za koau Je @} N {zl,...zmg { J} i pa koaoa

je

[f(k)(Z)[ézl (k=0,1,e005a5s 2 ¢ Vsy 3=1,2,000,m, feR)
Jasno je da su funkdije
‘ z

| 2(2) = g(z,6) <
h(z £) = 6 | (feR)
unifdrmno ogranidene na C\\(Ulﬁs); Ispitajmo pdnaéanje
funkdiqa h(+,f), f€R na okolinama 2}5; G=1lyeee,la
Vrijedi

g | _—
p(z) = (2 - 25) 7 py(z), p3(z) #0 (z€5195; 551y eeesm)e
i |

Sada je |

h(z;f) - £(z) "igﬁzt—l _— (z J=lyeeeym)e
| (2 - 2, ) pj(Z) j

Funk01aa u(z f) = f(z) - g(z f), zéfc; fEE gi ima u

" tackl Z3 nulu. reda q sy J=lyeeeyl i ove funk01ae, kao

1 sv1 njihovi 1zvod1 do reda q. su unlformnp ogranlée-

J

'n1 na 1}(; tie POStOJl K>0 takvo da je .
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[ j=1;;oo,m; fe(_R,)

ﬁck)(z;f)\<i K (2 €’U3; k=0,1,.;.,qj

. .Ovo vrijedi Jjer smo pogodno odabrali okoline 1}5, J=lgese
. i jer triginometrijski polinomi g(*,f), £€ R “imaju

uniformno ogranidene koeficijente. Dokazimo da su unifor-

:’Q‘mno ogranlcene na ’L%J i funkcije u(',f)/(-fzj)qj
“féigz J= 1,...,m., Vrijedi

(a:-1) % (a) z k .
u 9 (z,f)l:\g»u 3" (wyf)awe § K|awl =t8 Kax=K [t-t | ¢ K| %= 24
%3 gh J
- : it . .
~pri Cemu Jje Uzésiyj, z=elt, zs=e J, W=e1x, lt:tj]< h
Cj= 1,..,.,m, feR, Sliéno
i P , . t
(q 2) ~1 .
J - sz 5
J )ng (w,f)dw t[delt 3 (XE)
NaStavijajuéi ovaj proces dalje dobili bi da je
C].
Ty |z- 3
\u(z,f)' 7) J ____\qu (2e Vs, 3=4,...,m 1 £ & Ry
. ) ) J
Odavde odmah slijedi da je
Eﬁ%iéK( 5) 94 K(5)" (ze Ujs d=lsesesm, £€ R)
(z-2.) 9
Dakle ;
on 1
lh(z )1 € ) n sup{m , we V. } (z€& ’U’ jo 3= =1,2,...m,£€R).

’ |

Ov1m Jje dokazana uniformna ogranlcenost na1 C familjje
funk013a h( ,f) fé;gﬁ. Zbog neprekldnostl funkcionala

... o kome. Je bilo rijedi na podetku ovog dokaza skup

{[ﬁ(U)h(u £)x,x] 3 fEEﬂL}' je ograniden za svako x iz H.

_Tako&e Jje ogranlcen skup operatora.'{g(U f) f<1ﬂl} jer su

koeflclaentl trigonometrijskih polinoma g( o), fe R,
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unlformno ogranlcenl, a u izrazu za g(U,f). Javljaju se
samo ogranideni operatori yd ’ J——n,...,—l 0 1,...,n—1.
Pomoclu Jednakostl, (3.8) zaklaucuaemo da Jje skup
{[f(U)x x] f<l§L} ogranicen za svako x iz H a odatle
lako slijedi da je skup { £(U), fé.@i} E(R) slabo ogra-
niden, pa i ogranlcen u L(H). Ovim ae dokazano da je E
neprekidan homomorflzam prostora trlgonometrlasklh poll-
noma. sa normomglz ;Dk(za,qa, j= l,...,mP u' prostor
(L(H),ll||) k=1,2,... o Na osnovu definicije topologije
Q?(za,qa, J¥lyees,m) odavde sllaedi da  je homomorfizam
E neprekidan i u odnosu na topologlauflndu01ranu na pros-
tor trigonometrijskih polinoma iz Q?gza,qa, Jelyeeeyl)e
Posto je prostor (L(HE), \-l) kompletan, & prostor trigo-
nometrijskih polinoma gust u prostoru %?(zj,qj; j=l,;..,m)
(teorem 3,6) homomorfizam E moZemo neprekidno produZiti
na cijeli prostor %?(z .90s3 J=lyeeeym)s DokaZimo da ovaj
hbmbmbrfizam ima osoblne 21) - (iv). .
. (1) UNeka je g funkecija iz f?(U)f\f?(zj,q.;j=l,...,m)
i neka je U okolina spektra O (U) za koju je skup CL(W)
kompaktan i ne sadrZi nulu i skup G N(CL{(U) U C)
sastoal se od najvise dvije komponente od kojih jedna
sadrzi nulu, a druga je neogranicena, Prema napomeni

- prije teorema 3%.7. postogl niz trigonometrijskih poli-

noma (rk) koji konvergira ka funkeciji g uniformno na
Cl(U) i u topologiji prostora Q?(za,qa, J= 1,...,m). Pre-

”t‘ma teoremu 9.6.{12] vrijedi g(U) = lim r, (U), a prema
~definiciji homomorfizma E - je E(g) = lim E(rk). Kako je

po definiciji rk(U) = E(rk), k=1,24... odavde dobijamo

.“'aa je E(g) = g(U).

(ii) DefiniZimo najprije nosad homomorfizma E,
Za  homomorfizam E kaZemo da se ponisStava na otvorenom
skupu. O € C ako je E(g) = za svaku funkciju g iz
f?(za,qa, J= l,.;.,m) koga se poniZtava van skupa 0.



‘Nosad homomorfizma E (oznaka supp(E) ) Jje zatvorenje
komplementa (u odnosu na C) unije svih skupova na ko-
jima se E ponistava,

| DokaZimo da je supp(E) =G(U), Neka je U pro-
izvoljan pravi otvoren podskup skupa Q(U)‘ i g funkcija
iz %?(z 59943 J= l,...,m) koja se ponlstava van skupa A,
Funkc13a g se ponisStava na nekoj okollnl u C skupa
& (U), pa se moze analltlckl produz1t1 na’neku okolinu
u & skupa G(U), tako da se i na nJoa pornii§tava, Prema
(i) wvrijedi E(g) = g(U) = 0. Dakle homodorfizam E
poniétava se na skupu U. Odavde slijedi da je  supp(E) co(U),
‘Da bi dokazali i obrnutu inkluziju uzmimo‘ z,€ C\\supp(E).
Neka je ”60 otvoren luk koji sadrZi tadku 2,y Gije Je
zatvorenje sadrZano u skupu C\\supp(E) i &ije krajnje
tacke ne pripadaju skupu { 190092 } Def1n1s1mp funkeiju
g da bude jednaka funkeciji ('—zo )—1% van luka {2 i z
linearna na luku ‘Z «» Na osnovu ove def1n1c1Je Jasno Jje
da funkeija g prlpada prostoru %?(za,q 3 J=lyeee,m) i
da se funkcija g (--z ) -1 ponlstava na okolini C\<@
skupa supp(E). Dakle vrlaedl | :

E(g) E((+-2,)) = E((»-2,))E(g) =

tj. E(g) = (U -2, I)"' . Dakle z € ©(U) tj.6 (V)< supp(E).
Tako je dokazano da je supp(E) = B (U).

(iii) ©Neka je (rk) niz trigonometrijskih
polinoma koji u prostoru <Z%z 519543 J= 1,...,m) konvergi-
ra ka g, Prema razmatranjima koaa su prethodlla teoremu
%.6. niz trlgononetrlasklh polinonma (r ") konvergira
ka funkciji g s @ na osnovu propoz1013e 1.32. vrlaedl

i

rk (U) L 2, ()% (k=1,2,00)

F
H,,

e o e

)
Sada imamo 4a J%, za proizvoljne x,y iz
| !

?
' |
! !
| ,
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} |

it

Iy | -

iim [ik(U);5y] - iim [x;rgé(U)j};
, i

(%, B(E)7]

fE(g)¥;§j -

Dakle E(g)* = E(E), & € Clzjiags d=lyeeesmde
 (iv) ©Pod uslovima iz (iv) slijedi da je g/p
nenegativna ogranicena funkcija iz Q?(zj,q.; j=l,.;;,m);
pa postoji niz trigonometrijskih polinoma erk)_ koji
konvergira ka funkciji g/p u %?(Zj’qj; 3=1y00e,m)e
Trigonometrijski polinomi T k=1,2,... mogu ge odabrati
tako da svi budu pozitivni na C. Kao éto Je pokazano’"
na pocetku dokaza ovog teorema za funkcije rk; k;l;2,..;
i proizvoljno éx iz H .vrijedi .Ep(U)rk(U)x,gl:; O.
PoSto niz .(ry) konvergira funkeiji g/p niz (ry p)
konvergira; fu?kciji g. Dakle vrijed?
U ! _ é |
[E(g)x;x] = li*[E(rkp)x,x] = lim{p(U)rL(U)x,i]:; 0 (x€ H)
P P
Ovim je dogazaka tvrdnja (iv) 1 dokak teorema je zavrSen.
o L
‘Sada éemo homomorfizam E iz ' prethodnog teorema
produéiti na skup ogranicenih funkcija definisanih na
C kdje se mogu predstaviti kao limes po tackama niza
neprekidnih funkcija i koje u okolini ( ucC ), zavisnoj
od funkcijg, taéke Z4 imaju neprekidne izvode reda éqj,
J=lyeeeqym (tj. na skup ogranilenih funkcija Baireove
prve. klase definisanih na C koje u nekoj okolini tacdke
zj imaju neprekidne izvode reda gqj). Prvo produZimo
homomorfizam E na ogranicene funkcije Baireove prve
| klase na. C ~koje se poniStavaju na nekoj okolini (u C),
koja zavisi od funkcije, skupa N(p). Neka je f jedna
takva funkcija, neka je (7S C otvorena okolina skupa N(p)
na.kojoj se ona ponistava i f£(z) = lim f,(z), z€&C,
pri demu su funkcije £, iz %?(zj;qj; J=lyeee,m) i
funkcija_‘fk, k=1,24.0e se ponistava na otvorenoj oko-
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1ini 0 < 07 skupa N(p). Funkcije fk; k=1,24000

moZemo odabrati tako da budu uniformno ogranidene na

C; Za proizvoljnu{ kompleksnu regularnu Borelovu mje-
ru M na e\ O VTlJedl Sfdz"‘ 1im- kad[u. Prema
Rieszovom teoremu reprezentacije (teorem 6.19, strlBlY?il)
odavde slijedi da je niz (fk) slabo Cauchyjev niz u
prostoru %?(C\\O') neprekidnih funkcija definisanih na

'C koje se poniStavaju na skupu ¢, sa topologijom

uniformne konvergencije koja Jje odredena normom

(gl ~=._su:p{[g(z)| s ZECN\ 0}, gé‘((C\ 0)e Zg proiz-
voljne x i y\ iz H preslikavanje

g > [’_E(g):c,y] (g€ €(CNO))
je neprekidan linearan funkcional né‘ prbstorq
(%?(C\.@'),IPII). Ovo je posljedica ‘Einjenice da je

(LN, 1) = Dyzgyays

33 j:l,..;,m),? za neko

“96{}52;...}» i da Jje homomorfizam E  neprekidan na

éDv(zj,qj; J=lyee.,m), PoSto je niz (fk) slabo Cau-
chyjev na prostoru (Z(C\C), ll-ll) odavde slijedi da je
za prqizvoljne x i y iz H nisz (EE(fk)x§j]) Cau~
chyjev, pa je niz (E(f,)) slabo Cauchyjev u prostoru
(L(H), l-1)s Kako je prostor L(H) nizovno slaho komple~
tan, niz (E(fk)) je slabo konvergentan i stavljamo,

po definiciji i

I
)
}

E(f):= lim B(f,).

Posljednja definicija ne . zavisi od izbora niza (fk)
jer ako je (gk) niz sa osobinama kao i niz (fk) onda
je niz (g - f,) slabo konvergentan ka nuli pa je
llm[n(gk)x,yl = l:Lm EE(i‘k)x,y] (xyy €H)s - Neka  je f
sada. proizvoljna ogranicena funkcija Baireave prve

klasev definisana na C koja u okolini '(u Q) 53
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i
s ———— e

ek RN ML e it el v SR e R sk

tadke z. ima neprekidne izvode
Definisimo funkciju. f da bude ~jednaka f na skupu

U {Oj; j;l,;;.,m} i neprekidng na C, Punkcija £ piipa—
da  prostoru Hf(zj;qj;.j=l,.;-,m) i funkcija f - £ Je
ogranidena funkcija Baireove prve klase koja se ponis-
tava._hainekoj okolini skupa N(p)e Dakle definisano je

i E(f-f) i E(F) pa stavljamo

B(f) = E(f - ) + B(F

)

RS T

PRI T

e i

s

]
4
1
|

i
|
|
|
P
|

I'e:da $ qj; j=1,ooo,m;

Ova definicija je nezavisna od izbora funkcije f, jer ako
Jje T neka druga funkcija sa osobinama kao i f onda

n/

zbog f 7.f = f - §l+;f -fF i zbog linearnosti preslika-

vanja E imamo da je

B - D)+ x(d) - Bt - B) + 2(5).

Ovako profireno preslikavanje E ostaje homomorfizam

i ima osobine analogne sa (iii) i (iv) iz teorema 3.7.

DokaZimo tvrdnju analognu sa (iii)., Neka je f

ograni&ena.. funkcija . Baireove prve klase na C koja se
skupa N(p) i f(z)=1lim fk(z),
z€C, Tada Jje za proizvoljne x,y€H

ponistava u nekoj okolini (u C)

(E()x,7] = limI{E(f‘p)x;y] - Lin[x,5(F)y] = [xEDy]

jer je_ odigledno da je lim fk(z) = £(z), z<€C, Dakle.
E(£)* = E(¥). Ista Jjednakost se lako dobija i za opZtiji

sludaj funkcije f.

DokaZimo sada i tvrdnju analognu sa (iv). Neka

Je .f ogranidena. funkecija BaireoVe prve klase na C

koja u nekoj okolini'17j tadke

i

2

J

ima neprekidne
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'izvode reda sqi_.., J=lyee.,m i vri,jediﬂ.f f(i)p(z))O (z€ C)

, J
i funkeija f/p je ograniéena na C. T§da Je £/p nenega-

tivna funk01Ja Baireove prve klase i 1mé neprekldne 1zvode
gdae i funk01aa f. Neka je & nenegat;vna.funkclaa iz
f?(z ,qJ, j= 1,...,m) koja se podudara sa funkcijom £/p
na skupu ()‘i@', j= l,...,m} (g,) niz nenegativnih
funk01aa 1z %?(z ,q 3 J= l,...,m) koje se ponlstavaau na

J :
L){(? 3 J 1,...,m} i llm,gk(z) = f(z)/p(z) - 8(z), Z2€ C

| Tada Jje :

E(£) = E(£/p) p(U) = lim E(g,) (V) +1E<é>‘p<u>;

Na osnovu tvfdnje (iv) teorema 3,7. vrijedi

[E(gk> p(U)x ’ﬂ i [E(®) p(x,%] >0 (x€H),
|

qer su fhnkcyae g i 81 ; k=l,2,.;; nenegativne na C.,
Iz poslgedngd tri relacije slijedi tvrdnja koju
.dokazuaemo. { T

Koristedi ¢injenicu da se ékup ‘svih Baireo-
vih . funkcija na C poklapa sa skupom funkcija koje
su izmjerive u Borelovom smislu na C ( [24] str.367-8)
produzavajuéi ovaj proces transfinitnom indukcijom mo-
zemo definisati homomorfizam E na skupu svih ogra-
nic¢enih funkcija koje su izmjerive u Borelovom smislu
na C 1 koje u okolini tacke Zj imaju neprekidne
izvode 1reda < qj, J=lyeeeym o

. . bpe013alno, svaka karakterlstlcna funkei ja 7CAJ
skupa A iz algebre 04(C\\N(p)) (definicija na - podetku
dijela II.) Je funkcija Baireove prve klase 1 ‘
ima 1izvode svih redova na nekoj okolini skupa N(p)e.
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o © Po definiciji stavljamo:
B(A):= BE(Xy) (& eANN®.

Na osnovu osobine (iii) iz teorema 3,7., odnosno odgo-
varajuce analogﬁe oSobine iﬁxA2 =X, operator E(A)
je J-hermitski projektor. Na osnovu osobine homomorfi-
zma E analogne sa (iv) vrijedi

E(A)x,%] 30 (xeH),. ako je p(z)>0 za ze &, (AEACND)))(3.10)
i | | o
[E(A )x,f_\SO (x€ H), ako je p(z)< 0 za zeA , (A€a4(C\N(p)))(5;lo')

Stvarno, poétoiA ELA(C\\N(p)) vrijedi p(z) >0 (resp.
p(z)<0) za 2z€Cl(A), pa je funkcija X,/p ograni-
dena nenegativna (resp. nepozitivna) | funkeija na Cy tJe
funkecija X, zadovoljava uslove tvrd$je Civ). Prema pro-
poziciji 1.22, potprostor E(AH)H prostoraiH Jje dJ-ortogo-
nalno dopunjiv, pa na osnovu korolara 1.17. relacija (3.10)
(resp. (3.107)) povliadi da je potprostor E(A)H unifor-
mno pozitivan (resp. negativan), tj. da je prostor
(E(A)H, -, ]) (resp. (E(A)H,-[-,<])) Hilbertov prostor,
za skup A iz A(CN\N(p)) iz relacije (3.l0) (resp.
(3.107)). Ova &injenica ¢e nam biti vaZna u sljedeéo]
lemi, f |
Neka su Py i p, dva poziti‘irajuéa trigonomet-
1 1 B
ovim polinomima odgovarajuéi homomorfizmi konstruisani u

rijska polinomé J-unitarnog operatora U i E

teoremu 3.7. 1 razmatranjima poslije njega. Na osnovu te
kbnstrukgije jasno je da se homomorfizmi E, i E, podué‘
daraju. na presjeku njihovih domena, tj. za ogranidene
funkcije Baireove prve klase na C koje u nekoj okolini
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tadke ‘ijl imaju neprekidne izvode re@as;%jk, gdje je

qjk .?iéestrukost nule zi polinoma; Piy J=lyeeeyiy,
k=1,2, Na osnovu ovoga sljedeéa definicija ne zavisi od

izbora pozitivirajuéeg trigonometrijskog polinoma,

Tadka 2z iz skupa S(U) naziva se kritiéna
tacka pozitibilnog J-unitarnog operatbra U ako Je za
sve povezane otvorene okoline A ESC talke z, &ije kraj-
nje tadke ne leZe u skupu N(p), potprostor E(A)H  in-
definitan., Skup svih kritic¢nih tacdaka operatora U ozna-
avemo sa c(U).

S obzirom na (3.10) i (3.10°) oigledno je de je
c(U) € N(p)N & (U)

za svaki pozitivirajuéi trigonometrijski polinom p
J~-unitarnog operatora U, Stavie vrijedi i:

g _LEMA 3,8, Neka je U pozitibilan J-unitaran ope-
rator 8iji spektar leZi na jedinilnoj kruZnici. Tada
postoji pozitivirajuéi trigonometrijski polinom p, opera-
tora U <¢ije nule leZe na jediniénoj kruznici i vrijedi

c(U) = N(p,) NE(D). (3.11)

ljﬁDokaZ. Prema teoremu 3.3, postoji pozitiviraju-

" ¢i trigonometrijski polinom p operatora U koji je re-~

alan na C i N(p) € C. Pretpostavimo da je zoé;C nula
trigonometrijskog polinoma p koja ne pripada skupu
c(U). Neka je &) otvoren (u C) 1luk manji od pola krus-
nice;,AeA (C\N(p)), ANN(p) = {z,} 1 neka je E(NH
pozitivan ili negativan potprostor. MoZ%emo pretpostaviti
da je E(A)H pozitivan potprostor jer se u suprotnom
sludaju sva razmatranja provode analogno., Napomehimo da
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Je ,(E(A)H,['5-])‘ Hilbertov prostor i da je restrikcija
U)E(A)H operatora U na potprostor E(A)H unitaran
operator na ovom Hilbertovom prostord} |

‘Neka je Z _nula parnog reda 2# trigonometrij—
skog pollnoma tp 1 neka je trigonometrijski pollnom P
nenegatlvan na A, Vidjetemo da je u ovoh slucaau trigono-

metrijski polinom
py(z)i= (z - z)7F (T - % )E pz) (2 ¢ 0)

poz1t1v1ra3u01 trlgonometrlaskl polinom operatora U,
Stvarno, neka je f funkcija iz Q?(zJ,qJ, J= 1,...,m),
Z.y J=lyeeeym Su sve nule trigonometrijskog polinoma
Py & Q.y J=l,eee,m odgovarajuée viSestrukosti,

0<f(z) <1, z€C 1i neka se funkcija f poniStava na
nekoj okolini tadke z,, & jednaka je 1 na nekoj okolini
skupa C\A, Jasno je da funkcija p,f 'zadovoljava uslo-
ve tvrdnae‘(lv)i iz teorema 3,7, pa vqijedi '

i )
| )

I[p]-(;U)E(f)X,X]ZO (XGH)J |
j !

Posto je réstr{k013a U\E(QA)H unltaraﬁ opebator na Hil-

bertovom prostoru (E(MH,[-,-1), a funk013a Py (1 - 1f)

je nenegativna na C operator pl(UtE(AJH)(I - f(U\E(A)H))

Je pozitivan na Hilbertovom prostoru ‘(E(a)H,[-,-1).

Iz definicije homomorfizma E je 001g1edno da Je

p1(ﬁ|E<AqH><I - £(UIE@E) = py(U)(T - B(£)) BQA)

Podto je (I—E(f)) (I—E(AQ) E((l f)Cl X 4))=E(0)=0 doblaamo
da vrlaedl

(o, (O(T = B(£)x,x] 20 (x€ 1)
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Zajedno sa posljednjom nejednakosSéu ovo daje

T {:Pl(U)X-’i:I > 0 - o (x€H).

‘Pretpostavimo sada ponovo da je Zg nula trigonomet-

rijskog polinoma p parnog reda 2k ali da je p nepo-
zitivan na A, Tada za svaki luk 131 sadrfan u luku O,
zO¢A1 vrijedi p(z) <0 (z€4,). Zbog toga je E(A)H
negativan potprostor, sadrzan u pozitivnom potprostoru
E(A)H. Dakle E(A,)H ={0Y, tj. Algc’\supp(E) = Q(U).
Tako imamo d&a je A NG(U) = {zax; Izaberimo tadke

2’1 z'1£[§\{zO} tako da one leZe u raznim komponentama

skupa Z&\\{ZO} i za ovaj sludaj definiSimo

p: (2):= p(z) (-2 )7F( £ - L ) F(z2)(2 -3 1+ &)
1 " Yo z z Z ,, ,

- 0 _ z : z
Funkcija P; Je nenegativna na luku k}o,fkoji je ogra-
nic¢en talkama z° i z°° a sadrii taﬁku |Z,y Pa na isti
nacin kao u prethodnom dijelu dokaza, FamjénjujuéiAluk AN
sa lukom AO dobijamo da je |
)

[pl (U)x,x] >0 (xe H)

Neka je sada Z nula reda 2k+1 trigonometrijskog poli-
noma p. Kao i maloptije imamo da je {zeA:p(z)(O}g;g(U);
Pretposljednji skup nije prazan jer trigonometrijski poli-
nom p mijenja znak na A, Uzmimo sada ze A, p(z7)<o0,
Za ovaj sludaj definiSimo: ?

t i
o Yen : ~(k+1), 1 1 Nk b, Z
p (2):=p(2)(z - z) (- Eo) (z -27)(1 + ;—;)
Trigonometrijski polinom Py je nenegativan na dijelu
luka koji je ogranilen sa tadkom z° i sadrzi tadku =z
Oznadimo 1i ovaj luk sa A° i postupajuéi kao u prvom

o
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\ mk‘ A dobili bi
’ _

dijelu~ do%aza'uzimajuéi umjesto luka F
i l
da je i u ovom slulaju %
| [pi (0)x,x\| 20 (x€ H)

U sva tri sludéaja za pozitivirajuéi polinom py opera-

~tora U imamo da je

N(py) NG = (N(p) NG W\ {2+

Provodeéi ovaj proces za sve tacke iz (N(p)(\fj(UD\\c(U)
(ima ih konadan broj) dobijamo trigonometrijski polinom
P, koji Jje pozitivirajuéi trigonometrijski polinom
operatora U i za koJji vrijedi

N(p, ) N G(U) = c(U).
Ovim Je léma dokazana,

U dokazu prethodne leme nije posebno naglasSeno
u
da sva tri slucaja trigonometrijski polinom P _
ima  osobinu pl(z*) = pl(z), ze G\A0} , koju prema
jednoj ranijoj naromeni smatramo obaveznom za pozitivira-

’juée funkcije J-unitarnih operatora, Takode nije posebnd
. dokazivana nenegativnost polinoma py na odgovarajuéim

lukovima, Za dokaz te <injenice, u drugom i trelem slu-
caju, koristi se izbor tadaka z° i z’“, odnosno 2z’ i
sljedeta jednostavna Cinjenica: "Za tadke 2z’ = exp(it’),

Lar 4

z”" = exp(it’’), O <t t77< M . funkcija

z —> (2 - 2 )( = - )(1 + 57 ) Jje nepozitivna na luku

e, 7 1 ’ L4 ’

Li= {expl (1t) S } . Stvarno, stavimo t, = & (t7+t°%),
=5 (t'- t°7) (< » ), Tad ‘v 2 =

o ( ) ( g) ada je z°+ z 2cos P

svako-z c £ mose se napisati u obliku é¥exp(i(fo+-6))§
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le| e[o;kfoj. Sa ovim je |
(z=2)( 2 = L )(1+ 2=) = (22°'- 272" 7224227 )50z "+ 2°) =
: z Z ‘ . P

.‘|
. \

(Z(Z"+Z') _22 -Z'Z")E(Z"+ Z') =ﬁ I

, , 2‘ Y v, , ri 2 "~73 -7
2" +27| “=(2(2" "+27)+2(2" "+2 )=\z"{+27| “=2Re z(2""+z") =

’ =‘Zf+Z!'

2;2Re(exp(i(t;+£)) \z'%z'f‘1exp(-ito)) ;

.= iz'—}‘z"l (2005 tfo_2cosg)éo, (8 e@; L?O_l ’L€O<(’§T‘) [

. L 2a pozitivirajuéi‘triginometri;ski polinom p, iz.
leme 3.8. u op3tem sludaju ne vrijedi N(pb) = c(U), medu-
tim homomorfizam E iz teorema 3.7. sa prostora ,
.Qf(zj,qjg.j=1,,..;m> (z. su nule pozifivirajuéag trigonome-
trijskog polinéma Py sz;C, a0 j=1,T..,m su odgovarajucle
viéestrukosti); mozemo produziti na prostor svih komplek-
snih ffunk¢ija2 koje su neprekidhe na nekoj okolini (u C
i okolina zavigi od konkretne funkcije) skupa ©(U) i wu
pkolinamg faéa%a‘ z..éJS(U) imaju nepﬁeki@ne izvode

reda gqj, ;42{%,.,.,m}., Ovakve funkci;e Aﬂ mozemo, naime,
aeprekidnofpro%uéiti na C do funkeije Ty tako daA

Te ‘fczj,qj; j=1,.+s,m), Sada definifemo E(£):s E(f). Ova
definicija Jje nezavisna od izbora funkéije\ ?, Jer ako su
?i‘ i»'fé Aneprikidna produzZenja funkéijej f onda se
funkcija £, - Iy .poniétava‘ na nekoj okolini skupa

ﬁT(U) =usupp(E); pa je E(f& = E(fe). Ovako produZen ho-

momorfizam E -Je neprekidan ako na prostoru ,
‘%f(GS(U); Z 3853 J= lyees,m- ); svih kompleksnih funkeija
koje su neprekidne na nekoj okolini (u C) skupa O(U) i
koje imaju neprekidne izvode reda_gqj u okolini tacdke

z& za zje ES(U); jé'{l;;..;m}; uvedemq topologiju ana-
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| logno ..kao &to smo to uradili na %?(zj,qj; J=lgeeesl)

(jer se funkcija ? moZe odabrati +tako da njena norma
u odgovaraaucem prostoru &Dk(z +9Q:3 J=lseeesm) nije veéa

od normé funkcije f u prostoru. &Ok(ES(U), 251935 ,Jéﬁi,...,m}))

Provodeéi sada razmatranja kao poslije teorema 3%.7. moZe-
mo definisati homomorfizam E na skupu svih kompleksnih
funkcija koje su Baireove prve klase na nekoj okolini
(koja zavisi od funkcije) skupa OG(U) i koje u neko]
okolini tacke ﬁ.‘fimaju neprekidne izvode reda gqj ’
2 € G (), jé&{l,...,ﬁ}. 0d sada kada govorimo o homomor-
fizmu E mislimo na ovako produZen homomorfizam. Dakle
homomorfizam E koji odgovara pozitivirajucem trigono-
metrijskom polinomu P, iz leme 3.,8. Jje definisan na
skupu svih kompleksnih funkcija koJje su Baireove prve
klase na nekoj okolini spektra ©(U) i koje u okolini
tadke iz c(U) imaju neprekidne izvode do reda jedna-
kog viéestrukdsti te tadke Xkao nule, pozitivirajuéeg:
trigonometrijskog polinoma Py é j

Neka, kao i u dijelull,, 04(C\L0(Uj) oznadava al-
gebru podskupova skupa C generisanu lgkovima 8ije
krajnje tadke ne pripadaju skupu c(U). Neka je E ho-
nomorfizam konstruisan u prethodnomzpasusu u odnosu

~na pozitivirajuéi trigonometrijski polinom J-unitarnog

operatora U sa osobinom (3.,11),

TEOREM 3.9. Preslikavanje E_ A \---->E('X,A)
z&ELJ4(c\\c(U)) (koje éemo poslije ovog teorema oznada-
vati takode sa E) Jje svojstvena spektralna funkecija
pozitibilnog J-unitarnog ‘operatora U ¢iji spektar lezi
na Jjedinic¢noj kruzZnici C. ! |

| Dokaz. - Osobina 1) iz definicije 2.2, je odigle-
dna na osnovu teorema 3.7. Osobina 2) iz definicije 2.2

- slijedi neposredno iz definicije kriticnih tadaka operato-
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zé_supp(E )\\c(U) Po3to

ke z, A éa4(C\c(U))

deflnltan. Imamo da Jje
bilo.
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Neka

AJEoArCC\c(U)), 351125000,
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dokazali da presllkav%nge 'Eo
uslov 5) iz definicije 2.2.7u

zadovolja~

uzmimo tacku

z¢c(U) postoji okolina A tad-

za8 koju Je prostor
E(/\;H # {0} jer bi u suprotnom
ze.C\\supp(E )e Tako je dokazano
supp(E )\ (V)
zadovolgava i uslov 4)

definitnog tipa. Preslikavanje E

J

da Jje

E(A)H semi-

svaka tadka

(o]

iz definicije 2.2 Doka21mo toe.

cskup & iz (74(C\C(U)), A, S A

o!?

vrijedi ZS L’Cﬁ. Defini-

U{A s k= 1,...)3} . Oc:.gledno je

. « Neka je vy najmanji

sa osobinom Zk (\c(U) = zﬁ Nc(U). Posto

je A, égA(C\\c(U)) postoji otvoren skup A iz OA(C\\C(U))

strogo

i

%Alj N A,
- predstavljene kao

sadrZan u skupu 459

i A2c¢(U). Funkecije >CA9\A;
poniftavaju se na skupu AL i

mogu biti

limes po tadkama uniformno ogranidenog

niza funkecija iz %?(C\\Ls). Kao &to smo veé istakli

‘llnearan funkecional

g —[E(g)x,7)

‘Je neprekidan na prostoru

[E(g)x,y] = (g éé‘xy

osnovu definicije

Jje

|

[Es(AagN\ A7)

(B, (o] N\ &px,7]

(ge L(CN\A), x,7€H)

(PeN\a), 1),

Rieszovom teoremu reprezentacije

homomorfizma E

pa prema

postoji regularna kom-
fpleksna Borelova maera Z“xy na CN\NA 2za koju vrijedi

(6 € (D), x,y¢ )

= P (BN AY

| | (
/ny(Aé-\ &)

odavde . slijedi

3=14244403 X,y€ H)
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Po&to vrijedi‘

s (AO\AQ - m/xy(A \A,,D (x,7&H)
|
|
|
E, (A, \A)—llm E(A \A),

éii,éemu Je poslaednal l;mes uzet u odnosu na slabu
konvergenciju operatora u L(H), Odavde dobijamo da je i

By(D0g) = HB B (A, 8 B (A = T E(A)  (3.12)

| 9=1

u slaboj konvergenciji operatora. Kao slabo konvergentan

‘niz, niz J-ortogonalnih projektora (E ([5 )) Je ogra-

nicen u. (L(H);H )e O8igledno je da vrlaedl E (A%) Eoﬁﬁk)—

= E (meln{k J}), pa prema lemi 2, 3, ' dobijamo da je niz

(E (ZXJ)) konvergentan u jakoj konvergenciji operatora.

Tako . je dokaz no da limes i suma u (?.12) postoje i u
jakoj konVArgen0131 operatora 1 osobina 4) je dokazana,
Time Je‘do§aza o da Je preslikavanje Eo J—spektralna
funkeija na Kyeinovom prostoru H. Do%aii¢o sada da
J-spektralia f&nkcija E, ima osoblne (a) i (b) iz
definicije 2 Ley tJe da Je svoastvena spektralna funkeija
bperatora U. Podto je operator U ogranlcen osobina (a)
svodi sa na komutativnost operatora U sa operatorima
Eo(él); A€ A(c\c(U)). Ovo je oligledna posljedica &inje-
nice da je ' E homomorfizam i da je proizvod dvije kom-
pleksne funkcije na C komutativan., DokaZimo osobinu (b),
ta. da vrijedi O (U\E (A)H)CCl(A), A iz a‘f(o\c(U))

Za zé¢Cl(z§) funk01aa (e =2)” ><A pripada prostoru
%?(z qﬁ; J= 1,3..,m) za AE A (C\c(U)). Ovdje, kao i prije
smatramo da je =0 = 0 i da je c(U} = {zl,...;zm} i

qd Je vigestrukost nule Zj’ j=l,...,@ polinoma P, sa
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~ osoblnom (5 ll). Vrlaedl

E((--z)‘lx ) B(-2)-EC -Z>E<<.-z>-1><A> = E(%a) = E,(A)
Zbog osobine (a) wvrijedi U(E ([&)H) Eo(zx)H, a zbog
posljednjeg nizg jpdnakostl za proizvoljno xéEEo(zS)H

imamo da je

E((-;z)‘?xa) (U - 2D)x = (U-zI) E(:(--z)‘le)x = X,

pa. jé ~operator (U - zI)]E‘(A;)H = UIE (A)H - 2T,

injektivan na E (AJH 1 ran(U\E (A)H - zI,) = E(D)H,
tje 2 € Q(U\n. (A)H). Tako je teorem dokazan.

Lako se vidi da Je J-spektralna funk013a E
(u daljem E) iz teorema 3.9, nezavisna od 1zbora
poz1t1v1raauceg trigonometri jskog pollhoma P, sa oso-
binom (3.11). (ovo je naravno i poslaudlca teorema 2.6. )
Na osnovu ovoga i relacija (3.10) i (3.10") slijedi
da u tadki z¢ G (U)N\c(U) svi pozitivirajudéi +trigono-
metrijski polinomi J-unitarnog operatora U, G(U)<C,

za koje tacka 2z nije nula imaju u tacki g isti

znak., Stvarno, ako pretpostavimo suprotno'onda postoJji
okolina A tadke z, & € A(CN\c(U)) i pozitivirajuéi
trigonometrijski polinomi f i g J—ﬁnitarnog operatora
U za koJe Je } |

£(z) > 0, 5(z) £ 0 (‘ €CL(D)).
!

‘Na osnovu (5;10) odnosno (3.l0”) odavde slijedi da je

B(A)E,x] 70, [E(A)xx)<0  (x€H)

[ECA)z,x] = 0 (x€H). Odavde prema (1.28) vrijedi
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B,y =0 (oyel, |

odakle je E(A)x =0, za x 1z H tJ E(A) = 0, a ovo
poi_r;l.aéi da je z¢€ C\ supp(E) < Q(U); §to je suprotno sa
izborom broja z. Na isti nacdin se vidi da za J-spek-
tralnu funkciju E vrijedi ‘

P {z esupp(E); g(z) > 0]
{z Gsupp(E)ﬁ glz) £ O‘}

supp, (E)

i supp_(E)

. gdje jez g pozitivirajuéa funkcija operatora U iz

leme 3,8, Koristeéi prethodna razmatranja dokazaéemo
da u izvjesnom smislu postoji minimalan pozitivirajuéi
polinom J-unitarnog operatora U sa osobinom (3.,1l0).

Oznadimo sa v(z,p) viSestrukost nule 3z trigonometrij-
' skog polinoma p (v(z,p)=0 ako i samo ako je 1p(z)=0).

TEOREM 3.10. Postoji pozitivirajuéi trigono-

‘metrijski polinom g pozitibilnog J-unitarnog operato-

ra U, CS(U)S;C, sa osobinom (3.,11) i

v(z,8) € v(z,p) (ZGC(U))f (3.13)

-pri Cemu je p proizvoljan pozitivirajuéi trigonometrij-

ski ‘polinom operatora U,

7 Dokaz. Za proizvoljan pozitivirajuéi trigono-
metrijski polinom p operatora U zbog
c(U) € N(p)NG(U) vrijedi v(z,p) > 1 =za sve z iz c(U).
‘ , . _ :
Neka je c(U) =}{gi,...,zm} « Stavimo

qj - min {v(zj,p); D pog%EiX%Eaggé%agg%goBometriSki},j=1,..;,n

Neka je p, ‘pozitivirajuéi trigonometnijski poli-

nom operatora U iz leme 3.8., zjeeé(U) takav da za
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svaki 1luk AGxA(C\c(U)), A # C, koji sz]idréi tadku
z. u obe komponente povezanosti skupa AQ\{zjﬁ le~-
zZi beskonaéno‘mnogo tadaka iz (5(Ub i neka. Jje P
pozitivirajuéi trigonometrijski polibom operatora U
za koji vrijedi v(zj;p»)=q.; Uzmimoéiluk?ﬁsiz'u4(0\\c(U));
A # C za koji vrijedi (N?po)ﬂ N(pj‘b-)')nA = {zj‘s .
Prema primjedbi koja je prethodila oﬁom‘téoremu slijedi
da tfigonometrijski polinomi P, i fpj imaju isti znak
na Z&\V{Zj&, pa zakljuéujemo da je broj v(zj,po) - ay
paran za neki broj kjéE{O,l,2,...}' vrijedi y(zj,po) -q
= 2kj° Stavimo
-3
J

R S
g1(z)i= (z = z5) 9 (

R~

J :po(Z) (z # 0)

Za trigonometrijski polinom g, vrijedi V(Zj’gl) = qy
1 v(zy,8y) = v(zpsP )y k # Jy k:é{l,2,...,m}» i gy
je .pozitivirajuéa funkcija operatora U. Stvarno, vri-
jedi gy X pij >0 na C i funkcija g XA/pj je
ogranidena funkcija na C, Prema tv?dnji analognoj sa
(iv) iz ﬁeoréma 3.7+ vrijedi i B
1 ; [ i
l[sl(U)E(A)x,X] Z 0 ';('x €H).
| Lo

Takode vrijedi gl;K'C\és P, > O na | C i fupkeija

gGC\A/po je ogranidena na C ba jé i

i
L]
1

e (MEC\N%,x) 20 (x€H).

Iz posljednje dvije nejednakosti slijedi da Je 8q
pozitivirajuéa funkecija operatora U, Napomenimo da je
za bvaj zakljucak bilo vazno samo da su trigonometri j-
ski polinomi 8q i pj istog znaka na skupu ZX\\(ZJ} ’
a gy i1 p, istog znaka na CN\ A. Polaze¢i sada od
pozitivirajuéeg trigonometrijskog polinoma Py i pro-
vodeéi idisti postupak za sve tacke iz ¢(U) sa gore
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navedenom osobinom dobijamo pozitivirajuéi trigonomet-

Crijski polinom gé operatora U koji ima osobinu (3.11)

i za’ koga je nejednakost (3.13) ispunjena za sve tacke

'z iz c(U) sa osobinom da za svaki luk & iz OA(C\\C(U)),
" A#C, ze A u obe komponente skupa A\{ZJ’] ima bes-

konadno mnogo tadaka iz skupa G (U).
Neka je sada z. €c(U) +tadka sa osobinom da postoji

luk A iz 04(0\\C(U)) ne veéi od pola kruZnice, zjeszk

i u Jjednoj komponenti skupa Zl\\{zj} " nema ni jedne tadke

skupa © (U), a u drugoj komponenti skupa [x\\{zj} ima
beskonadno mnogo tadaka iz O (U). Neka Jje Py poziti-

virajuéi trigonometrijski polinom operatora U sa osobi-

nom (3.,11) =za koji vrijedi v(za,p )= =q e Jasno je da mo-
Yemo odabrati ~luk A koji ima gore navedenu osobinu i za
koji je (N(ga).f}N(pj))f\Zs = {zj} . Prema primjedbi
koja je prethodila ovom teoremu funkpije; 8o i pj ima-
Ju isti znak na onoj komponenti povezanosti, A7, sku-
pa A;\\{zJ} koja sadrZi elemente skupa (5(U). Ako
funkecije . 8o i pj imaju isti znakwl na drugoa kompo—
nenti A"’ skupa [x\\{za} onda postupamo kao i u prethod-
nom pasusu, polazeti od trigonometrijskog’ pollnoma 8o

pa doleamo pozitivirajuéi trlgonometrlaskl pollnom 83

~operatora U =za koji vrijedi

V(Zj;g3)=qj i v(zk,g5)=v(zk,g2), k#3, kE@.,é,...ﬂn}. (3.14)

U slucaju da funkcije gé i p; imajﬁ rézliéit znak na
komponenti JANGS skupa Ak\\{z } broj v(z. ,g2) a5 je ne-
paran, v(zJ,g2) . 2k + 1 za neko k GE{O 1 2,...} .
Uzmimo tacku z° € [3 i stav1mo

—(k.41) . ek S

g;(Z)==(2LZj) ¢ -%‘-J_) J(Z-Z’)(l+5€)g2(z? (Z#O).

N -

Oznadimo. sa ZSO luk koji se sastoji od luka A‘, tadke

zj i dijela luka A’’ ogranidenog sa z’ i Z 5o Na osnovu
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'1(5.11)~ i (3.13) . Tako je teorem dokazan.

H
!
|

il \
' B

{
)
i

| ne |
} i
|
{

napomene poslije leme 3.8. ‘funkcij% gai‘i py imaju
isti znak na [50‘; a funkecije 83 i g, .imaju isti znak
na C\\Lso. Kao i u prethodnom pasusu zakljudujemo da je
&3 pozitivirajuéa funkeija operatora U, Za ovako defini~-
san trigonometrijski polinom gé vrijedi i (3.14). Nastav-
ljajuéi ovako dalje dobili bi pozitivirajuéi trigonometri-
jski polinom g4‘ operatora U koji ima osobinu (3%,11)

i za koga je ispunjena nejednakost (3.13) za sve tacke

z iz c(U) koje su tadke nagomilavanja skupa ©(U). Osta-
lo je samo da razmotrimo izolovane tadke spektra S(U)
koje leZe u skupu c(U)s U ovom sluaju postoji 1luk A
iz A(c\e(U)) za koji je ANGU) = {zj3 i

‘(N(g4) N N(Pj))f\ﬁx = {zj} e S obzirom na podudaranje

ili razlikovanje znakova funkecija 8y i p. na kompo-

" nentama povezanosti skupa Ax\\{zj} postupamo kao i u
" prethodnim sludajevima., Tako dobijamo pozitivirajuéi

trigonometrijski polinom g operatora U sa osobinama

Kao 8to Jje napomenuto na kraju dokaza teorema
2.5, J-spektralna funkcija E iz teorema 3.9, moZe se
produziti do ogranidene spektralne mjere definisane na

6 -algebri Borelovih podskupova skupa C‘\[xl,égfsﬂ(C\c(U)),
"Al? c(U) i sa vrijednostima u L(E(C \Al)H). Za razli-

éiteks%upgye Axl iz prethodne recdenice vrijednosti pro-
duzenja J-spektralne mjere E se podudaraju na zajed-
nickom dijelu domena, Za ovu spektralnu mjeru vrijedi,
analogno sa tvrdnjom (d) iz teorema 2.5.,

E(£) B(CN\&) = (- Y £(2) a8(z)) E(C\4;)  (fEdon(E))
C\A

Koristeéi ovo dokazadéemo sljedeéi

TEOREM 341l. Neka je U vpozitibilan J-unitaran
operator <&iji spektar 1leZi na jedinidnoj kruZniei C,
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E. s#oastvena spektralna funkecija operatora U; odnosno
‘homomorflzam definisan u teoremu 3.,7. 1 posllae njega,
C(U) = {219-°°azm} i J V(Z og)a J 1""Qm9 gdje je 8
pozitivirajuéi trigonometrlaskl pollnom operatora U iz
teorema 5.10; Tada vrijedi W

S ! : m @ ﬂ oo S
B() = § () am(a) « ST £ epwy (3.15)

C j=1 :
pri-éemu je f kompleksna funkcija defihisana na nekoj
okolini u €. spektra S(U), ogranidena i izmjeriva u
Borelovom smislu i koja wu nekoj okollnl tadke Zj
ima -neprekidne izvode reda s;qj i ( (z )
k=0 1,«..,qa—l, J=lyeee,ms U Jednakosti (5.15) 1nte—
gral sa desne strane postoji kao nesvojstveni -integral
u jakoj konvergenciji operatora sa ékupdm singularite~
ta c(U) i J-hermitski ( tanije J-pozitivni ili _
J-negativni) #peratori Nj’ j=1,;..,mj zadovoijdvaju jed-
nakosti: ] ‘ ‘
3 k:o‘:, NﬁE(h)sE(h)Nj=O

gdje Jje- h fuik013a iz . podrucja dek
ma E i n(za} = O,

l(j9k=1,°°-9m>,

|
!

1n;q13e homomorfiz-

i
|
i

[ESSE »Mb__._ o

4
i

Dokaz., Prema definiciji nesVojSévenog integrala
u jakoj konvergenciJji operatora Je

(£(2) ax(z) = 11m< {12 dL(z))E(C\Ak) © (3.16)
C . : C\dﬁk

pri dZemu je (ﬁx ) niz skupova iz 04(0\\c(U)) za koje
vrijedi Ak_ak+l, (S Dy k=1,24000y NAYL = c(U), |
limes u (3.,16) postoji u jakoj konvergenciji ‘operatora

i nezavisan je od igbora niza ([Sk) sa gornjim osobi-
nama, PoSto je ﬂzﬁk = c(U) svaki skup-Zkk moZemo pred-
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o » m «
:staviti kao disjunktnu uniju O = U & j5 pri &emu
- J=1
S je Zl .,.1z 04(0\\C(U)), k=1 2,..., J=1ly24e0ey 4 2a

dovolgnob velike k je Zﬁk 3 f\c(U) {z } i (m\lkk 3 _{z'},

j= 1,...,m. Neka Jje h  funkcija iz dom(E) 1 h(k)(zj)=0,
k=0 l,...,qa-l, J fiksirano iz skupa {l,...,m} Doka~
zatemo da u J&%OJ }konvergenclgl operatora postoji

limes

lim E(h)E([S )

k—-~oo
Na osnovu razmatranja na poCetku dokaza teorema 3.7,
linearno preslikavanje T: f —=g(U)f(U)x (x proizvo-
ljan &vrst vektor iz H) definisano na skupu F{U)NE(C),
¢ (c) skup neprekidnih kompleksnih  funkcija na C, je
ogranideno, pa se moZe produZiti do: ogranicenog opera-
tora sa ¥£(C) u H. Na osnovu teorema VI.7.3. iz (4]
o reprezentaciji ogranicenih operato#a sa Q?(C) u H
(vidjeti +takode teorem VI.7.6.) posﬁoji% vektorska mje-
ra /U— definisana na Borelovim podi:upovima skupa C
- sa vrijednostima u prostoru H takva da Jje

- $2(2) ap(2) (re Co.
) |

Na osnovu definicije homomorfizma E‘ odavde slijedi
da Jje
g(1E(H)x = gf(z>d/x(z). | (fédom(C)) (3.17)

| C
Prema pretpostavci o funkciji h, za dovolano vellko k funkecija

(h/g)7(_A - Je ogrenicens i pripads dom(b). Vrlgednost ove

fuhkcijé u tadki Z je prema Taylorovoj formuli jednska

(q ) (q

J (z /& 4 (zj), pe ograniden niz fuﬁkcija
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|
|
N

) (q-)f .1
(ase -0 Nz K
kbnﬁefgira po talkama ka nuli, Na osnovu teorema
IV.lo.lo. iz (4] 1 jednakosti (3‘17) vrijedi‘

Cotay, | (e
11m<g<U>E<<h/g>><:Ak yen 9 (2)/6 9 (s >g<u>E<AkJ>x> -0 (3.18)
J

Posto je g(U)E(A)x =ZMX(A) Aé%(c\\c(U)), a(%x je vek-
torska mjera vrijedi

1lémoog(U)E(Akj)x = /Xx({zj})

i ovag limes ne zavisi od izbora niza (Zkkd)k. Dakle
u gakog konvergenciji operatora postoji

lim g(U)E(ZS )

k-—s»CD

i on ne gzavisi od izbora niza (A )k‘ Defini%imo:

(a)
- (g 9 (27 Lin g(WEL ).

J k—+x

.Zajedno sa (3.18) ovo daje

1lim E(h) E([§ ) (qj)(zj)Nj, (3.19)

k>0

~pri Cemu se limes wuzima wu jakoj konvergenciji operato-

ra i ne zavisi od izbora niza (Zlkj)k. O?ako defi-
nisan operator Nj Jje mnezavisan od izbora pozitivira-
juce funkclae 8 i on je J—p021t1va? 1i J-negativan
operator, zavisao od toga da 1li je 43 (z ) ( #0) po-
zitivan ili negativan broj. Napomenlmo da Je u ovom raz-
matranju J bio proizVolgan fiksiran broj iz  skupa
{i,...,m}, a h funkc13a iz dom(E) sa oso§inom



116

h(k)(z ) = O k 0 l,...,q —1, pa Je na gornal naéin defi-
nisan operator NJ za sve J= l,...,m. Neka je sada f
funkcija koja ' zadovoljava pretpostavke teorema, Prema

; w .
napomeni neposredno prije teorema i vdo sada dokazanom Jje
RN ‘l
lim( . f(z) d.E(z))E(C\A ) e 11m E(f)E(C\Ak) =

K™ oA I'
k.

lim(E(f) - E(f)E(Ai{)) - E(f) - lim iE(f)E(Ak) -

E(f) - Zim E(£)E(D, ) = E(f) - Zf qJ)(z )N
=1 e | j=1

Svi limesi u poslaednjem nizu Jednakosti uzeti su u

jakoj konvergenciji operatora pa je, ovim prema (3.16)

dokazana Jjednakost (3.15). Treba joS samo dokazati da

operator Nj (j=ly,ees,m) ima navedene osobine, Ove

osobine slijede primjenom Jjednakosti (3.19). Stvarno:

SCEY (@) (a;)
W3=(g 3 (2,)) % 1in e2(WEBQ )=(g (2)7e% T () w=0.

' Lkﬁwb J dJ dJd

Nj Nk =0 (J # k) Jje trivijalno, a zé funkc1au h iz

don(E) =za koa¢ je h(z )=0 imamo da Pe '

(q‘t) t !

|
Ny B = (8 1z " l1{:Lm B(UE(Dy )E(h) = Lin B(g h)E(8y;) =
(a;) j |
= (g h) J(zj) Ny =0 : |

Oc¢igledno je da operator N. (j:l,...,m) komutira sa sva-
kim operatorom iz ran(E) jer operatori iz ran(E) nredu-~
sobno komutiraju., Ovim je dokaz teorema zavrsen,

Napomenimo da je iz definicije operatora N.
(j=lyees,m) o8igledno da je ran(N ) € Cl(ran(g(U))
Podto vrijedi g(u) NJ = O, imamo da je i ran(Nj)é;ker(g(U)),
j=l,ece,me Odavde je oligledno da je N, =0y J=lyees4m
ako je Cl(ran(g(U)))Nker(g(U)) = (0%,
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IEMA 3.12.  Neka je BeL(H) ogranien operator i

;f heé§?(B). Tada za sve talke 2z u kojima je funkcija h
BN analitifka . vrijedi - jednakost: |

n(z)I - h(B) = Q(z,B)(zI - B),

pri gemu je  (zyw) > Q(2z,w) analitidka funkeija i u
odnosu na 2z 1i'u odnosu na w na nekoj okolini spektra G(B).

Dokaz. Prema Riesz-Dunfordovom funkcionalnom ra-
¢unu vrijedi

h(Z) = g(W) (z = WR(w,B)dw =

L}

h§

#
1

[
S 4%§W) R(w,B)dw (zI - B)
r ' !

gdje jé [ pozitivno orijentisana kriva koja je granica

Cauchyjevog -podruéja-gz ¢ije Je zatvorenae sadrzano u
podruCju analitiCnosti funkcije h 1452 3 6(U). Stavimo

Qz,4w) = h(z) - h(w) ‘(Z)w@_‘ doM(h\ "Z':,é\h/).

Z - W

'Oéigledno je da je funkecija Q analitidka u podruc¢ju ana-

liti¢nosti funkecije h u odnosu na z i u odnpsu na We
Time Jje lema dokazana, |

KOROLAR 3,13, Pod pretpostavkbm leme 3;12. i
z € o(B) vrijedi :

h(z)R(z,B) = h(B)R(z,B) + Q(z,B)

| . PROPCZICIJA 3,14, Neka je U pozitibilan J-uni-
taran operator ¢iji spektar leZi na jedinidnoj kruZnici
Cy E svojstvena spektralna funkcija operatora U;
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c(U) = {Zl"”’zmk’» FD j=lyese,m operatori iz féore—

ma 3¢lle, & ‘pr01zvolana poz1t1v1raauca funkcija o
ratora U i z € QCU) tadka iz podrpcaa analltlcnos
funkecije i/g.

m ;. qs (q
R(z U) _T_j{giﬂi_l dE(w)+Q(z U)+ZE:( l) j{ J(z )_a_

[z w t z~- 74

} Tada vrijedi b

!
i

- 1

pe-
ti

}(3 20)

pri demu e funkcija, (z,w) +—> Q(z§w5 gnaliticka funk-

cija u nekoj okollnl spektra & (U) 1 u odnosu na 2
u odnosu na w i pri cemu integral na desnoa strani
nakosti (3.20) postoji kao nesvojstveni integral u J

i
Jjed-
jako J

konvergenciji operatora sa c¢(U) kao skupom singulariteta,

Dokaz, Prema korolaru 3,13, vrijedi

s8(z)R(z,U) = g(U)R(z,U) + Q(z,U).

Kako je tadka z i iz podrudja analitilnosti funkei
1/g vrijedi

R(z,U) = (1/g(2))(s(U)R(2,U) + Q(z,U0))

Prema teoremu 3 11, za funkciju wr—> g(w)/(z - w)

(q )

Z - Z

| ‘ffﬁ“j'?gcumcz,u‘) - gég*;l aE(w) + ZK-D RINCHE 52 1,
o C

J=1 J
Zajedno sa prethodnom jednakos&éu odavde je
(

R(ZSU) = g%z){% §(3> dE(w) + Q(z,U) + EE:( l) K. J(Z
. %3

Time Jje propozieija dokazanae.

Jje

imamo da je

i x5}

Pomoéu ove propozicije moZemo podrobnije ispita-

ti kritidne tadke operatora U,
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TEOREM 3.15. Neka je U pozitibilan J-unitaran operator,
6(U),'§C, neka je o kritidna tadka operatora U i A
M£, potprostor. definisén u drugom dijelu ovog rada u od-
nosu na svojstvenu spektralnu funkciju E operatora U,
Tada se potprbstor_ W, podudara sa? korjeninm potprds—

torom H, operatora U, Pored toga V’I‘l,jedl

(2T = 0™ (i) = do},

prl demu je n=v(k 48)y & pozitivirajuéi: triginometrijski
pollnom operatora U iz teorema 3,10.

| . Dokaz. Za vektor xéE(A)H,AEaL"(C\c(U))
funkcija z +> R(z,U|E(A)H)x je analitilka van skupa
C1(A)e Dakle za =x€E(A)H funkeija z = R(z,U)x moZe
se analitic¢ki produZiti na skup G \C1(A). Za vektor
'_xewoc .funkcija 2z +=> R(z,U)x moZe syi‘e dakle analitidki
produ?iti na skup G\ {«}. Neka je z| ¢ Q(U) tadka koja
prn.pada podruc ju analitidnosti funkcije l/g. Na osnovu
deflnlclae potprostora woc i propoz:Lc:lJe 3.14, za x€ WDC
vrijedi Jjednakost

CILESIDI

2 =R

R(z,U)x = 5773 (Q(z,0) +

Dakle u tacki £ rezolventa restrikcije operatora U na
potprostor W, ima pol reda ¢ n+l, Tacka KL Je Jjedina

tacka spektra operatora UIW s P2 prema teoremu 1.38,
vrijedi ‘

.
|
¢

(eI - mL i) = {0}

Dakle W(JC oCl' Obrnuto, neka xCH i neka Je Aeu"r(c’\c(u)),
oL ¢A Prema ‘pretpostavei je G(UlE(A)H)CCl(A), a

oC ¢01(A) Dakle ogranilenje operat{%)ra (eI - U™,
m=1,2,4.., na! potprostor E(A)H je}'ob$strano jednozna-

¢no presl;kavgnje, pa-je (LI - U)my%= 0, yeaE(Ls)H,
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éko.i samo ako jé y O. Posto XG'HoC. pOStOJl prirodan

| broj m 2za koji vrijedi
L0 e (LI - W = (I - DEEA)T + (LT - U)® E(C\A)x
 P6tprosthi ECA)H i E(CNA)HE su invarijantni' u odnosu

l[ na operatbr '€l - U i njihova suma je direktna, pa na
' .osnovu. posljednje Jjednakosti zakljudujemo da je

(¢TI - )" E(A)x = O,

a ovo Je moguée samo ako je E(A)x = O; Posto je skup
AE A (C\c(U)), « ¢ /A bio proizvoljan ovim Je dokazano

2 < = H&’. Ovim Je teorem dokazan,

KOROLAR 3,16, Neka je & kritidna tadka operatora

U iz prethodnog teorema, Tada je d:€K5 (U) ako i samo

ako je Wp # {O}

Dokaz. 'Ova’ tvrdnja Jje posljedica prethodnog teo-
rema i odigledne dinjenice da qxf@p(U) ako i samo ako

je H, # {0].

KOROLAR 3,17, Ako u okolini kritidne tadke: o
leze tadke samo Jjednog tipa definitnosti iz supp(E)\{#ﬁ
tada je K€ GP(U).

Dokaze. %ﬁ propoziciji 2.2. Jje Jokazano da za,
kritidénu tadku o sa osobinom iz ko#olafa vrijedi gt # {O},
pa tvrdnja slijedi iz prethodnog korolara.

KOROLAR 3.18. Neka je o kritidna talka operatora
U iz teorema 5.15; i neka pozitivirajué& - funkcija
operatora U u taéki o ima nulu parnog redaozTada oCGG%(U);
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.Dokaz; Na osnovu teorema 3.5; postoji pozitif

'Virajuéi trigonometrijski polinom operatora U koji u

tadki o .ima nulu parnog reda, S obzirom na relacije
(5;103 i (3.10') mozemo primijenit# prethodni kbrolar;
. Na kréju ovog dijela‘rada iskoristiéemo teorem
3,15, . da dopunimo lemu 3,20 i za izolovane tacke Spektra
pozitibilnbg -J—unitarnog operatora p koje leZe na je-
dini¢noj sruZnici. Iz teorema 3.15.' neposredno slijedi
da RieszoV inieks kritidne tadke ocﬁoperatora U nije

. : ‘ %
veéi od vieC ,i) + 1, gdje je g pozﬁtivirajuéi trigo-
linom operatora U izjteorema '%.10, Doka~

nometrijski p
zimo da ,ﬁ sluéaju da je kriticéna taéka éo igolovana
tadka spektra operatora U njen Rieszov indgqks nije
manji od v(zo;g); Naime u ovom sluaju za dovoljno malen
£3e.¢4(c\\c(U)), tj. takav A;é.a4(0‘\c(U)) za koji je
ANGU) ={z ) vrijedi E(A) = E@z}U), pa ako bi bilo

V(Zo'g)“

o 1 :
(z,I - U) (ECL)E) = {0} (3.21)

uzimajuéi z’c A\{z i stavljajuéi
o

g,(2)i= (2 = 207 (3 = 2)(1 + 2 ) g(z)  (z ¥ O)
o . Z .

. dobijamo‘ pozitivirajuéi trigonometrijSki polinom operato-
. ra U, Vrijedi naime [gl(U)E(C\A)X,x]}O (x€H) Jer
“Jje ‘giDL”\A_/g nenegativna ogranicena funkcija i

[gl(U)E(Z;)x,i] =0 (x€H) zbog (3.21). Za funkeciju

B gy vrijedi v(zb,gl) 4 v(zo,g), 8to Jje prema teoremu

3.1lc. nemoguée, Dakle Rieszov indeks +tadke z2g,. U odno-

su na operator U nije manji od v(z,8)

U sludaju da = zog;‘c(U), z, izolovana talka
spektra 6(U), dokazaéemo da je Rieszov indeks tadke
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zé u odnosu na opefator U jednak 1. Postoji skup Z§
iz A(C\c(U)) takav da je E(A) # O i prostor (E(AJH,\L',lj\)
je Hilbertov prostor i U\E(AQH je unitaran operator u
ovom prostoruQ’Taéka z, Jje izolovana tafka spektra unitar-
nog- operatora: U|E(A)H, pa je z o€ (5 (U\E(A)H), zbog dega
Jje i Zg 66 (U). Dakle Rieszov 1ndeks tacke Zg nije manji
od 1° Sa druge strane postoji poz1tmv1ragu01 trlgonomet—
rijski polinom f operatora U za kOJl ae f(z ) # 0, pa
iz jednakosti (3.20) dobijamo da rezolventa operatora U

u tacki Z, ima pol reda najvise Jedan zbog cega je pre-

ma teoremu 1l.38, i Rieszov indeks tacke Z najvise Jedan,

Objedinimo ova razmatranja u propoziciju:‘

PROPOZICIJA 3,19, DNeka je U, pozitibilan J-unita-
ran operator, O(U)&C i g pozitiﬁirajpéa funkcija ope-
ratora U iz teorema 3.lo. Svaka iiolovana tackaz spektra
operatora U  je svojstvena vrijednost operatora U i njen
Rieszov indeks u odnosu na operator JU jednak je v(zo,g)
ili v(zdg)+l u sludaju da je =z é;c(U), a jednak je jedan
u sludaju da z éc(U). ‘

} Na osnovu dosadasnjih razmatranja moZemo odre-
aiti broj v(z,,s) gdje je z, €c(UINE,(U), a g pozitivi-
rajuéa funkcija iz teorema 3.lo. Tada je broj v(zo,g),
prema korolaru 3.18. neparan. Dokazalemo da on mora biti
jednak jedan jer za v(z,,8)»3 1 funkeija

s (2= (2 - 23N - L0 e G4 0)

jé ‘pozitiVirdjuéa funkcija operatora U 1 za nju vri-
Jedi v(zd,gl)élv(z +8&), 5to je prema' teoremu 3.,lo. nemo-
gutes Dakle W(Zo’g) =1, za 1z Cc(U)(\ﬁi(U).

|

1




i za koga vrijedi

IV, POZITIBILNI J-HERMITSKI OPERATORIL

DEFINICIJA 4.,1. Za J-hermitski operater A ka-

. ¥emo da je pozitibilan ako je Q) # g i ako postoji

polinom p koji na realnoj osi ima realne vrijednosti

[p(A)x;x] >0 za sve X edom(Am),

gdjé m oznadava stepen polinoma pe.e U ovom slucaju

'p se naziva pozitivirajuéi polinom operatora Ae

_ ‘NJEEOREM 4;1;_,Neka je A J-hermitski operator sa
osobinom Q(A) # @, Operator A je pozitibilan ako i

“samo ako postoji funkcija f¢€ F(a) za Xkoju vrijedi

[f(A)x,x] >0 (x € H) (441)

| : .

o Dokaze Poito je QCA) # @ postoji tadka z,€ Q(A),
Z, # Eé e Neka Jje U Cayle jeva transformacija opera-
tora A data sa (1.35), € =1, z = z, » Tada Jje U
J-unitaran operator i 1¢ Gﬁ(U). Pretpostavimo da za
‘operator A postoji funkecija f koja Jje analiticka

na nekoj okolini skupa C%(A) i za koju vrijedi (4.1),
Kao i u (l.37) definifemo

|

$:zreZZor (2eCy 2 7 250, P(z) = i Ble)=1 (4.2)

Kao to smo vidjeli u prvom dijelu rada ¢ je obostra-
no Jjednoznadéno i obostrano neprekidno preslikavanje ‘
proSirene kompleksne ravni na samu sebe i ono presli-

kava skup <5e(A) na skup ©(U). Stavimo
8(7):= 2(DH2)) (zed(aon())). (423)

123
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Po¥to reF ) odavde slijedi da gé&?kU) i vrijedi jednakost
) = (). |

Odavde, na osnovu (4;l%slijedi da je U pozitibilan J-unita-

ran operator, pa prema teoremu 3.3, postoji pozitivirajuéi

trigonometrijski polinom g, operatora U oblika

J

g, (%) -wrm: 550 £ = 5o g <ze @u{oo},@e@l 1)

| | .
prl cemu Je. L @ 1
’ - -)6 i || '._
55 = Py (3= 1,...,k<n>, E? \-|zn+31-51 (3=k+1y000sm)
1 + 8 z. - .
. +i b/z Z zJ # zn+J ’ 5
cj = . \ { : ' 9 J l!,ooo,n 9 l = -1’0
i ; za z‘_j = _zn+j

1)
U sluca;]u da lQ {zl,...,zgn} zbog lé@' éU), 6 (U) =g,
prems konstrukciji pozitivirajuéeg trlgonomptrqskog polino-

mé& g u teoremu 3.3 i prema napomeni poslije prqpoz1c1ae 3.19.
mozemo uzeti da je 1 Jednostruka nula funkcijes 81 i l=z2n.

Bez teskoéa se vidi da funkcija

P(2):= g (D(2)) (ze GU{*})

koja je analitidka u nekoj okolini tadke oo, ima u sludaju
1 & {zl;...,zz.n} oblik

» : 7 2n
=) = (a =2 -3 | | 2 -xp

\gdje'je ¢ realna konstanta i nule fj, J=lyeeey2n imaju
oblik

By = By - m52)/Q - 2) = $7THE)  (51,..en20), ~

a u slucaju l=z2n ova funkcija ima oblik

2n-1 ,
. -n - -
(z) = ¢ (z - ?o) (z - 2) n {il (z -\(jq
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-

gdjé je ¢‘ ponovo realna konstanta i ‘Eji j=l,...;2n—l
dati kao i gore., Kao i maloprije vrijedi’vjedngkost
$Ya) = gl(U).§Zato za sve x:edom(Aan) i polinom

p(z) =c | (z-%y G p@) =c [ (2-¢y)

vrijedi
: . ‘

V_[p(A)i,ﬁcj:Bf(A) (A-z 1), (A-2,1)"%]|= ]:gl(U}(A-go:g)nx; (A;zol)nx]) O

: Daklé_ operator ‘A je pozitibilan. Obrnuto, neka je opera-
tor A pozitibilan i neka njegov pozitivirajuéi polinom
ima stepen m. PoSto je ran((A—zI)'?):dom(Am) (ze (?(A))
vrijedi 7 ’ :

o)A - 2, D), (4 - 2,1)"x| > 0 (x€H)
| R !
1 - - :l - -
Tako&e se lako vidi da je (A—zoI) mp(A)x:p(A)(Q—zoI) Dx ’
(xédom(Am)), pa vrijedi ' ‘

[pCA = 5D (4 - 2D xx] 3 0 (xem

O8igledno da je funkcija 2z w—>p(z)(z -;Eo)-m(z - zo)"m
(z€ G u{oY) analitilka na okolini spektra GE(A).
Tako je dokazano da postoji funkcija f € F(A) 2za koju
je [f’(A)x;xi_]k 0, x€H, Teorem je dokazan,

: Primijétimo da je u ovom teo?emu‘ dokazano da je
J-hermitski operator A pozitibilan  ako i samo ako je
i njegova iCayie jeva transformacija ' pozitibilan opera-
tor. Pri ' tom¢ se pozitivirajuée fupkcije ovih ope-
ratora mogu 6dabrati tako da za njihi vrijedi (4.5).
Funkeciju ?G (A) za koju vrijedi [ﬁtA)x;x]l}-O; x€ H
nazivamo bpzi?ivirajuéa funkeija Jwﬁermitskog operatoraA.

t
’ . i .
! 4 |
1 )
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PROPOZICIJA 4,2, Neka je A pozitibilan J-her-
mitski = operator, ©(A) # @. Spektar operatora A van
realne ose sastoji se od konadno mnogo paroya tacaka

%z, Z o Svaka izolovana tadka =z -spektra operatora A

je svojstvena vrijednost sa konadnim Rieszovim indeksom
V(z) =V(z)., Pri tome vrijedi "’

N1

- v(z,f) z #
V(z)¢

ml

v(z,L) + 1 z =

pri &emu je f proizvoljna pozitivirajuéa funkcija ope-

ratora A, Postoji pozitivirajuéa funkcija g operatora

A za koju vrijedi

(e)=v(m48) (24 F) i v(z,8) EN@) &v(zag) ¥ 1 (2 = B),

z izolovana tadka spektra operatora A, Operator A jJe
ograniden ako i samo ako je skup & (A) ograniden.
z

Dokaz. Ova propozicija slijedi iz leme 3.1,
teorema 5;10;,, propozicija le37., lo39. i 3.19. i
dinjenica da obostrano jednoznadno i obostrano nepre-
kidno preslikavanje @) iz (4.2) preslikava spektar ope-
ratora A na spektar njegove Cayle Jjeve transformacije
U date sa (1l.35), pri Cemu se skup izolovanih tacaka
spektra 6 (4) preslika na skup izolovanih tacdaka spektra
©(u) , da preslikavanje hl—->h°<—P y he F(U) preslikava
skup % (U) na skup F(4) pri demu skup§§pozitivirajuéih
funkcija operatora U prelazi na skup ‘pozitivirajuéih
funkéija,operatora. A i pri tom preslﬁkavénje ¢>—1 pre-
vodi nule funkcije h na nule funkeije ?ho<§ zadr¥a-
vajuéi viSestrukost. Skup G(A) je ogranilen ako i samo
ako je @ izolovana‘taéka skupa Gé(A), ‘a ovo je.ekvi;
valentno sa ¢injenicom da je 1(E¢ GE(U))' izolovana

1
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tadka spektra 6(U)., Ovo je prema propoziciji 3.19. ne-
moguée. Propozicija je dokazana, i 4
Oznadimo sa G,(4) - dio spektra poz1t1b11nog
J—hermltskog operatora A koji ne lez1 'na realnoj osi.
Prena prethodloa propoziciji skup GD(A), sim?triéan je
u odnosu na realnu osu i sastoji se, od konadnog broja
svojstvenih thJeanStl operatora A. Neka je E( O (A))

spektralnijpr ektor koji odgovara ogranlcenom spektral—

nom ‘skupuj cﬁb(A). Prema teoremu 1.34° ;! i propozieiji
1.22, EKreinov| prostor H moZe se p‘edsFaviti kao di-
rektna - J—Brto'onalna suma dvaju Krelnov;h prostora |

B, = E(G (A)){ i = (I - E(6H (A)'D)H, Oba potpros-
tora reduc1ra3u operator A i vrlaedl <§(A|H ) = 6 (A)
i G(A\Hl) = G(A)NIR , Kao 8to jJe u prlmaedbi posllae
leme 3.2, napomenuto za p021t1b11ne J=-unitarne opera-
tore; na osnovu ovoga moZemo se ogranic¢iti na prouca-
vanje ©pozitibilnih J-hermitskih operatora sé spektrom
na realnoj osi.

Neka je A pozitibilan J-hermitski operator,
G(A)CIR , pozitibilan J-unitaran operator U, & (U)cC
Cayle: jeva. transformacija operatora A, c(U) = {zl,...,zﬁ},

qj=v(zj,g); g pozitivirajuéi. trigonometrijski polinom

;operatora"U iz teorema 3.lo., @> preslikavanje dato sa
(4.2) i sa €(o (4, c1>'1<z );243 3=Lyses,m) oznadimo

skup svih kompleksnlh funk013a koae su definisane i

-neprekidne na nekoj okolini ( u'ﬁl, okolina zavisi od

funkcije) skupa <5e(A) i koje u okolini tacke @3—1(zj)

- imaju neprekidne izvode reda .éqj, J=lyeeeyma U slucaju
‘da 1€ {zl;.;.,zﬁ} sy Tecimo 1 = g

q? onda je q, =1 1
smangmo da funkcija f, mneprekidna u nekoj qkolini

( uR) tadke oo ima neprekidan izvod u okolini tad-
ke o ako i samo ako funkcija s r— f( % ) ima nepre-
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kidan izvod u okolini tadke nula; Sa
frwtod™t (£ ¥(6,); & Hz)5 a5 d=lieeesm)

dato je neprekldno i obogtrano Jednoznacno preslika?anje
sa CLp((fi (A); d_) l(z ), a5 J= 1,...,m) . na : ;

(f(<5(U), ZJ’qJ’ J= 1,...,m). Homomorflzami E deflnlsan u
teoremu 3¢7¢ u odnosu na p021t1v1ra3uc1[ trlgonometrlas-
ki polinom g operatora U iz teorema ;}.lo. oznac¢imo

sa E; o DefiniSimo ‘ L N '

Ey(£):= Ey(f o ép“l);

Na ovaj nadin definisan Jje homomorflzam sa prostora

(6 (G (A) @-l(z ),q .y J=lyeeeym) u prostor L(H) koji |
ima sve osobine kao 1 homomorfizam EU iz teorema 3. 7o

Kao 5to smo produzili homomorfizam EEU, 'tako i homo-
morfizam E, moZemo produziti, prvo;}na kompleksne fun-
k01ge Baireove prve klase koje su@ definisane na ne-
koj okolini ( u R ) spektra 6e(A)3{i u okolini tadke
<§—1(z,) imaju neprekidne izvode reda féqj, J=lyeee,l

a poslije 1 na sve kompleksne funkcije definisane na
nekoj okolini ( u]R) spektra & (A), izmjerive u Borel-

oe,
ovom smislu 1 1ma3u neprekldne 1zvode reda <£q; u okili-
ni tadke é (Z-) = . ’ J l,ooo,m ® StaVlmO C(A9 ={S J l,ooo,m}

i definisSimo :

E,(A)im B (X0 = By(D(A)) <Aea4<m\c<A>>> (e

TEOREM 4.3, Preslikavanje E, A —>E (A) .
£5€U4CR\\0(A)) definisano sa (4.4) Je SVOJstvena spek;
tralna funkclga pozitibilnog J—hermltskog operatora A
sa realnim spegtrom. | 1

. C
, Dokaz.f osnovu teorema B.b, oligledno je da
je presllkava#ae EA J=-spektralna fuhkciﬁa. Dokazimo da

b |
o |
‘ »

|

o mER e s————
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ovo preslikavanje ima i osobine (a) i (v) iz defi-_
nicije - 2.4.; tj. da Je EA svojstvena spektralna funk-
cija operatora A, Prema teoremu 1l.36., posSto je i
operator ‘A Cayle jeva transformgcija operatora U

. (€&=1) vrijedi dom(A) = ran(U - I). Kako je By svoj-
 stvena spektralna funkcija operatora U vrijedi

| EU<<1><A>>(U-I> <U-I>EU<¢<A>> <Ac:u4<JR\c<A>>>

E,(A )dom(ﬁ) < dom(4) (A € &A(P\ c(A)));

Koristeéi jednakost (1.36) i upravo dokazanu inkluziju
- lako dobivamo da vrijedi i

E,(AYAx = AE,(A)x  (xcdom(h), A€ ARNe))).

Na osnovu ovoga lako se vidi da su operatori AlEA(A)H
i U\EU(CKD(A))H (Aeu‘r(TR\c(A))) Cayle jeva transfor-
macija Jedan drugog , pa vrijedi -

o, (AE,(A)E) = &1 (UlE(D @) S d~1cu(P(a)))

Zbog neprekidnosti preslikavanja <i>"l:‘C — 1R je

o (Cl(@(A))) Cl(A) i tako je dokazano da je

S (A\ A(8)E) € €L(A) (A€ ARNe(a).
Teorem je dokaZan. 5 ‘ | |
Na osnovu razmatranja provedenlh u dokazu
teorema 4o1le, leme 3,8 i teorema 3, lo. s1ijedi da

postoji pozitivirajuéi polinom poz1t1b;lnog J=-hermit-

skog operatora A za koji vrijedi
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N(p) A G(A) = (AN i v(z,p) {v(z,B) (2 €c(AN{®}) (4.5)

gdje je p pr01zvolgan p021t1V1raJu01 polinom operatbra
Ag”Stepen, polinoma .p je paran ako o ¢c(4), & mneparan
ako @< c(hA)e U daljem stavljamo c(4) = {%1,...,sm}
i uvijek smatramo da je s = ako ® ¢ c(4). Takode
stavljamo. m’:+# m ako o ¢ c(4) 1 mi= m-1 ako @ € c(A).

Doka21mo sada teorem La'nalog;‘e;m sa teoremom %.11.
i L ‘5 :

TEOREM'4 4, DNeka je A p021t1b11an Jd-hermitski
operétor sa #ealnim spektrom, EA sVoastvena spektral-
na funkciﬁa tperatora A, odnosno 1omo$orflzam defini-
saﬁ prijel teorema 4,34, c(A) = {slf”"smjl i q._v(sJ,p),
J=leeeeym” gdje je D p021t1v1raau01n polinom operatora
A sa osobinom (4.5). Tada vrijedi

I'd

o | A (q )
E () = \2(s) aBy(s) + Y £ 9 (smy (4.6)
R 31

pri demu Jje funkcija. £ iz podrucja definicije homomor-
fizma EA i (k)(SJ) = 0 k= O 1,...,q —1Q J 190.09m¢ U
jednakosti (4.6) integral sa desne strane postoji kjo0
nesvojstveni integral u JakoJ konvergenciji operatora sa
skupom singulariteta {sl,...,s ,} i J-hermitski opera-
tori (tadnije J-pozitivni il1i™ J-negativni operatori)

Nj ; j=l,e..,m° zadovoljavaju jednakosti

gdjé je h. funkclaa iz podrudja definicije honomorfigz-

- ma E, i h(s ) =

Dokaz, Kao i do sada u ovom dijelu U je
Cayle jeva transformacija operatora A pomoéu koje smo
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i definisali homomorfizam Epe Posto tadka e igra

-specifiénu ulogu u skupu R proudiéemo talku 1€&C,

Neka Jje 1€c(U), Tada zbog 1¢6 (U) mora biti 1 éGC(U),’-
i zbog toga premé teoremu 3.15. U {O} Kao i

prije stavljamo c(U) = {zl,...,zm} 1 u sludaju 1le&c(U)
smatramo da je Z, = l, Neka Jje sada (A;k )k niz skupo-
va iz 04(0\\0(U)) koji smo kOTlStlll\ u ;dokazu teorema
3,11, PoSto =za ovaj niz vrijedi ﬁ*km(m c(U) = {1} za
dovoljno velike k i r\Akm = {l} zbog W1 = {O},vrljedl

N Ey(A E = {0]. Posto jo Ay, mc Dy ksl 2,...
vklaedl i EU(ZXk}l m)H EU(Zlkm)H. Po defln;0131 2 dokaza
teorema 3.ll. Je ‘ :

= (g'())~ L 1]{_1111 g(U)EU(Akm)x (xeH),

pa koristedédi inkluziju iz prethodne; redenica zakljulu-
jemo da je : |
|

B

Nx € Ey( Ay, )E (x€ HT, k=1,25000)0

Qdavde slijedi da Je me = 0 (xéEH) tie Nm = O,
Primijetimo da Jje ovdje koristeno samo da jJe
1 €0, (U), tj. W, ={0J | |

U sludaju da 1€c(U) za proizvoljan niz (Ak),
A€ ACNC(D) za koji je A €A, k=1,2,...,

k+1 —
(\Zkk = {1} vrijedi

11m EU(Ak) E;({1}) = 0 | CHD

U sludaju da QLQ-G(U) ovo je ogigledno,‘a u sluéaju da
1 €6, (U)‘\c(U) ovo slijedi iz  dinjenice da je 1 talka
deflnltnog ‘tipd iz nosada J—spektralﬁe funkeije EU s P&
postoji slkup A ecA(C\c(U)), 1€ Ao, takav dp je pros-
tor (E(Zl )H,l\[ » 1l ) Hilvertov prostor. Na osnovu

1 l

éi | L
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b%oga ‘lako se vidi da u svakom slucdaju vrijedi

§n(a) agy(a) = Lim § n(z) amyla),
: %

pri cCemu integral sa lijeve strane ove jednakosti pos-

~toji kao. ‘nesvoastvenl integral u Jjako] konvergenciji

- operatora sa skupom singulariteta ¢(U), ([&k) je pro;

" izvoljan niz skupova iz 04(0\\C(U)) za koji je F\Ak {i}
i limes se uzima u JjakoJ konvergenciji operatora., Pri-

mijetimo da svaki od integrala sa desne strane posljed-

nje Jednakosti postoji kao nesvojstveni integral u jakoj

konvergenciji operatora sa skupom singulariteta c(U),

Kaime u slucaju da 1€c(U) ovo slijedi iz definicije

- nesvojstvenog integrala, a u sludaju da léic(U) koris~

timo - jednakost (4.7). Koristeéi upravo dokazanu jedna-

kost, smjenu promjenljive u integralu u odnqsu na

operatorsku mjeru i teorem 3,11, za funkcijy f€ dom(E )
k)(sj) = 0, k=0,1,...,qj—l, j=lyeee,m dobijamo da je

. | m (
B (£)=Eg(2ed™)= (£ (2) amy(z)+  (2:47D) qa)<z I =
¢ j=1
o - (a)
-Lin ) (e M (2)amy(2) + JAACH B RN CHEAE
C\Ak =1
m’ q.+l

- J
_11m S f(s)dE (s) + E{:f J) Zo)

(s(-1) % L557% N =
k-egvg-d (Ak) j= | “07%
B (q.)
= f(s)dEA(s) + :{: £ 9
R 3=

(s )N

pri tome je stavljeno NS = (-1) 9 jf e N.

J=ljeee,m; svi limesi su wuzeti u jakoj konvergenciji
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6peratora i .svi integrali postoae kao nesvojstveni
integrali u Jjakoj konvergenciji operatora. Po definiciji

Je |
%:f(s) dEA(s) = 1lim % f(s)'dEA(s)  (4.8)
R ETORN

kada limes sa desne strane ‘postoal u Jjakoj konvergen- }
ciji operatorf i nezavisan je od 1zbora niza (Asé ) ’

bpe AR\, AL AL, kL2 & NAY ={a)

i gornji Enlz)Jednakost:L predstavlga‘;dokaz da 1ntegra1

sa lijeve strane u (4.8) postoji kao |nesvojstveni
integral w jakoj konvergenciji operﬁiora? sa skuponm
singulariteta :{él,...,sm;}. Da operéﬁori@ Ng , j:l;...;m',

zadovoljavaju :navedené jednakosti slijedi iz odgovaraju-
¢ih jednakosti za operatore Ny, J=lyee. m” u teoremu
3elle Teorem je dokazan,

Napomenimo da iz definicije operatora N7
(vidjéti napomenu poslije teorema 3.,1l.) slijedi da
je ran(NS) C Cl(ran(£f(A)))y J=lyeee s’ 4, gdje Je £
pozitivirajuéa funkcija operatora A za koju vrijede
relacije analogne sa (4.5)e Podto vrijedi £(&) Ng = 0
imamo da je i ran(N5)€£ ker(£f(4A)), J=lyeee,m’ pa je
oligledno da je NI = O, j=1,...,m'7 ako Jje
Cl(ran(f(a))) <€ ker(£f(A)) = {O} Ovu c1naenocu iskoris-—
tiéemo u Jjednom od sljedeéih korolara.

"KOROLAR 4,5 Neka je pozitivirajuéi polinom
pozitibilnog J-hermitskog operatora A prvog stepena:
p(s) = c(s - a) (c#0,a ,s€R) i neka je E, svojstve-
na spektralna funkcija operatora A. Tada vrijedi

ax = ax + | (s - a) aBy(s)x » N'x (xedom(a?)), (4.9)
R
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pri demu je N” operator iz teorema 4.4, koji odgo-
vara kritic¢noj tacki a operatora A,

Dokaz. | Na osnovu propozicije 4;2; slijedi da
je spektar operatora A realan, Stavimo Z, = a + il
" . . . - | ! ’
Tada Je Zoer?(Ajunl funkei ja - | ¥
_ -1, = \-1 ‘ | -
£(z) = c(g-a)(z-zo) -(z-zo) (Fedﬂ\\{?o,z&} )

jé pozitivirajuéa funkeija operatoré A; pa prema teo~
. remu 4,4, vrijedi ' | ‘

,(A-aI)(A-zoI)—l(A—EOI)-1y=S S-8 — QEA(s)y + Ny (y€H).,
(s-z )(s-2_) ' |

: R ° ° :
Ako stavimo

x = (A -2,1)7H4 - 2,171y € don(4?),
C !
zbog | }
Eg(8)x = | (s - 207 (s - 3 )7LaE, (e)y
FaN

imamo da je ( [4] Korolar I1I,10.,65.)

_8-28  an(g)y = § (s - adaE,(
I;caa,_z())ck«.-zo) e ;Rs Bamlex

Ny = N°(A - 2 I)(A - B, I)x = N*(A° -284+8°T + I)x =
} |

= N‘(A‘— aI)2x + N*x = N'x

Al

Dakle vrijedi | j
| E

%
(A - a‘I)xl

r S(é - a)dEA(s)x + N“gm
| R | |
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¥

Po3to je ran((A - zoI)_l(A - EOI)_l)‘= dom(Aa)% ovim je

‘korolar dokazan,

KOROLAR 4,6, Neka je A operator iz korolara
4,5, i neka vrijedi ‘

C1(ran(4 - aI)) N ker(A - aI) - {0o}.

‘Tada jednakost (4.9) prelazi u

Aﬁc L oax + S (s - a) dE, (s)x (x Edom(Ae))-
R

. Dokaz. ZadrZevamo oznake iz prethodnog korolara.
Neka je x<;dom(A2); Tada Jje x = (A - zOI)'lgA - EOI)—ly

za neko y C€H, pa je f(A)x = c¢(A - al)y. Na osnovu napo-

mene poslije teorema 4.4, odnosno definicije operatora
N® odavde slijedi da je

N*x € Cl(ran(4 - aI)),
. D - ,
S druge strane je odigledno da je N"x €ker(A - aI), jer
je N°xcker(£(A)), Dakle vrijedi N°x = O 3&im je x cdom(A%).
Time je korolar dokazan, | ‘

Napomenimo da Jje pretpostavka korolara 4,6,
zadovoljena u sludaju da je a é'GC(A); Na osnovu def-
inicije J-spektralne funkcije EA s napomene poslije
propozicije 1l.37. i jednakosti (1.39) vrijedi teorem
analogan teoremu 3.15, | '

|
 TEOREM 4,7, Neka je A pozitibilan J-hermitski
operator sa realnim spektrom, neka jé t | kritidna tadka
operatora A, t #0 , i We potprostor definisan u drugom

~ dijelu ovog rada u odnosu na svojstvenu spektralnu
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funkeiju E, opefatora A. Tada se potprostor W,
podudara sa korjenim potprostorom Ht operatora A.
Pored toga vrijedi &
(41 = A = 0,
pri emu je »n?; v(t,p), P pozitiviraﬁuéijpolinom ope~
ratora A sa osobinom (4 5)e 4ko jé oo kritidna tacka
operatora , A ?nda je {O} |
‘ i |
KO?OLAR 4,8, Neka Jje % krl%lcna tadka opera-
tora A 1; prethodnog teorema. Tadi J? t € 6 (4)
ako i samo« ako{ Je ={ O‘j ‘{
| : | \
| KOROLAR 4.9, Ako u jednoj okolini kritidne tad-
ke t leZe +talke samo Jednog tipa :definitnqsti iz
supp(EA)\\{t} tada je t € G%(A).

\
!

KOROLAR 4.,1l0. Ako neka pozitivirajuéa funkcija
operatora A ima u kritiénoj tacki t nulu parnog reda
onda Je t GGP(A). ;

KOROLAR 4,11, Ako u Jjednoj okolini +tacke @
leZe tadke samo Jjednog tipa definitnosti iz supp(4)

~ tada <o nije kriticéna tgdka za operator A4,
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V. INVARIJANTNI POTPROSTORI OGRANICENIH POZITIBILNIH
J-HERMITSKIH OPERATORA

Dokaéiﬁo najprije dvije leme;

{
!
!
|

i

LEMA 5 l. Neka Jje No neutralan zatvoren pot—

prostor Kreinovog prostora He Tadq Jje Prostor N / N
shvalen kao potprostor H" prostora IH, takode Krelnov
prostor sa indefinitnim skalarnim produktom L 3 i

definitnim skalarnim produktom (-,-), tj. sa istim ska-

larnim produktima kao i polazni prostor ' H.

Dokaz. Prema pretpostavei jé Nb‘gfpb? pa su Dpot-
prostori No i JNO medusobno ortogonalni i ocigledno

vrijedi
i

N (+)JN = PN (+)P N, { ‘ (5.1)
I

Potprostor N ( = (JN )Cl)) je ortogonalni komplement
zatvorenog potprostora JNO, pa sadrzi potprostor N i
prostor N~/ N, Jje izomorfan, kao Hilbertov prostor,
sa ortogonalnim komplementom zatvorenog potprostora No
u Hilbertovom prostoru (Né‘, (*4*)), tJs sa potprostorom

1

NSL) n (JNO)CL) = (N, + JNO)(L) = (N, + JN_ ) .

o}
?osljednji, potprostor je zbog (5.1), prema teoremu 1l.16.
(iii). Kreinovl prostor sa indefinitnim gkalarnim produk-
tom C-9+] 1 " posto je ovaj potprostor invarijantan u od-
nosu na 1nvolac13u Jd za definitnif‘skalarni‘ produkt u
tonm KrelnovomJ prostoru moZemo uzeti produkt ( <)
iz polaznog prostora He Na prosto:uI N l/ N mozZe se
dobro def;nlshtl skalarni produkt E{ ‘1 onyje invari-
i
| 137 L
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jantan u ddnosu na gornji izomorfizam prostora N'L/Nd
i prostora (N + JN TL tako da je prostor N, /N ta~
kode Krelnov prostor sa indefinitnim skalarnlm pro-
‘duktom (-, -] i moZe ©biti shvaéen kao potprostor
prostora . H, Time je lema dokazana, '

Neka je sada No ponovo neutralan zatvoren pot-
prostor prostora H. Ako je F zatvoren potprostor pros-
tora No stavljamo

: \ i
, Fh= PO AN .
S )
-Tada vrijedi
i | |
(F)7 = CL(F + N) (5.2)
Stvarno, po definiciji je
N R S e 4 1
(F) = @TNN) NNy =CLF +N)NNS &

Kao to smo vidjeli u prethodnoj lemi wvrijedi N, < N'-L
a po pretpostavei Jje E”;NBL, pa je 1 Nov+ FEEN&L. Posto

je NdL zatvoren potprostor Jjasno je da je CL(F + NO)E;NO

Time je Jjednakost (5.2) dokazana,

IEMA 5.2, Neka je H komutativna familija ograni-
éenih J;hermitékih operatora definisanih na Kreinovom
prostoru H, N neutralan zatvoren potprpstor prostora
H koji je invarijantan u odnosu na @ sve operatore iz
familijeH : AN € N (a€ %), Tada posﬁoji }zatvpren pot-
prostor _No prostora H sa sljedeéim ospbinaﬁa ‘

1)NCN

2) AN, C:N C(ae ')

3) 01<A<N*> £ M) NANIYTe N, (ae W)

A
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~ Dokaz. Posmatrajmo familiju SVlh neutralnih za-
tvorenlh potprostora prostora H koji su invarijantni
u‘ odnosu na operatore iz familije Ko Ova famili ja
je parcijalno\ uredena inkluzijom i pri tome svaki la-
nac ima maksimalan element.i to zétvorenje unije svojih
¢lanova, Prema Zornovoj lemi ova famlllaa ima maksima-
lan element N koji sadrii potprostor N iz leme.
Ostage da se ’dokaze da ovaj potprostor N ima osobinu
3)e 5 i ; * |
Zai prplzvolaan operator A ? %Q posmatraamo skup
!
F lcm. (k) + 1w N ca qvo )%
| I

Pbsto je operator A, J-hermitski iz A N S N_ slijedi

4 oL
A (N ) € NJ7e Pored toga vrijedi N, < NS s P2 zakljuéu-
aemo da Je
1 4
CL(A,(N5™) + N ) < N,
dakle
n \
FO < NO . | (5.3)

Prema jednakosti (5.,2) vrijedi
L . _L_-L.L
CL(AL(NS™) + M) = (A (N )

(gdje J. oznacava, kao i prije J-ortogonalni komplement
u odnosu na potprostor N'L) pa Jje

L4l Lk
Foo= (4,(N;7)) N (A7) :
odakle slijedi

Fo S Pos ° (5e4)
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Iz inkluzija (5. 3) i (5.4) neposredno slijedi da Je
potprostor Cl(F + N ) neutralan i da sadrzi potprqstor
No Za pr01zvolaan operator A iz R zbog AN, S N ’vri-
jedi i A(NM) € NG&, ali i ACAL(N ))=A (A(N‘L))CA (k)
pa je 1 potprostor F 1nvar13antaq u ;odnosu na A. Da-
kle potprostor Cl(F + N ) je 1nvar13antan za operato-
re. ;z H . PoSto je. N mak51ma1an' potprostor sa ovim
osobingma odavde slijedi Fo Q;No, a to Je upravo trebalo
dokazati., Tako je lema dokazana, ‘

_ TEOREM 5.3, Neka je H komutativna familija ogra-
nidenih J-hermitskih operatora i neka za svaki operator
A iz H postoji prirodan broj n(A) takav da je Jjedan
od operatora * AR A J-pozitivan opérator. Tada postoji
maksimalan pozitivan potprostor koji je invarijantan u

|
i

odnosu na sve' operatore A iz H, 1

_ Dokaz. Prema lemi 5;2. postoji’ zatvoren neut-
ralan potprostor No prostora H sa osobinama ANO Q;No

cl(AtrIo*) £ M) N AW e 1 (A€, (5.5)

Dovoljno je u lemi 5.2, uzeti N= {0} . Prema lemi 5.1l.
faktorski prostor NO‘L/No koji shvatamo kao potprostor
H® prostora H je KXreinov prostor u odnosu na skalarne
produkte inducirahe sa He. PoSto proizvoljan operator
A iz ZK.Ostavija 1nvar13antn1m potprostore No i N&L
on inducira operator A” na H” pomoéu jednakosti
AN (R) = (Ax)“‘{ pri tome % oznadava element iz H" koji
Je pri fakto%skom presllkavanau pr;druzen elementu x
iz No o- Ovo preslikavanje Jje dobro definisano jer ako
je xy,x,yql\a , onda Je x-—~yéNJ pa Jele-AyEN
t3e (Ax)“ (Ag)‘4 A" e presllkavqnae s H u H%

| , 4 :

1 |
1
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©

' Ovakorvdefinisani bperatori A* (A€'X) su J-hermitski jer

vrijedi (A°%, §]= [(ax)~, 37 = [Ax; v\ » Kod definicije ope~
ratora A" bilo nam je wvazno samo da su potprostori Noi
i 'No” invarijantni za operator A. Posto su za svaki

prirodan brdj n potprostori NOJ' i No invarijantni za .

‘operatore AP (A€ K) moZfemo definisati i operator
(An)“ o Oigledno vrijedi (A" = (A™H)n , n proizvoljan

prirodan broj i A iz . Sada se 1lako vidi da je
za prirodan broj n(A") = n(4) Jjedan od operatora

* (A“)n(A ) J-pozitivane. DokaZimo sada da vrijede jed-
nakosti

Cl(féngh;);ﬁer(A“))éﬁ tie ran(A”)Lf\ker(A“)J’= {0} (5.6)

- Neka je 20 element iz ran(A“)4‘f1ker(A“)'L.
Zbog ;‘coerem(;s.“)l vrijedi [:‘co,(Ay)“]= 0, tJe {xo,Aﬂ =0
za sve y iz NS . gdje Jje X, proizvoljan element iz

, . . . . 4
Ndl koji se pri kvocijentnom preslikavanju NéL—a>No /No

preslikava na ioo Dakle ::coEE(A(I\To"\‘:))"L , sdje 1 znadi
éto i prije ovog teorema, Dalje je ioé;ker(A‘)J‘
ekvivalentno sa [io,ﬁl =0 za sve § za koje je A"y = O,
tJe [xo,y] = 0 za sve y€ENJ za koje je Ay€N_. Uve-
dimo oznaku

P L.
A7) = {yeng s ayeny.

Prema prethodnim razmatranjima vrijedi dakle on_A'l(Nc).
DokaZimo da vrijedi % f

, l

L

-1 1 ‘ |
ATHI) = (AT (5.7

4 e as . 1 i. . ‘ A .
Vrijedi naime ye(A(No )~ akko je yEN, l.L_L

{A(Né"“)§y} ={0} s & ovo je ekvivalentno sa AyéNo = Ny»
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- 1 k ;t ( ) slijedi
y €N, ta. sa yeA (N ). Iz jedna o{ i (5.7) slij
\
A
|
l

! _ SR R RV
<A1(N>>=(A(N Lyt T
a Odavae ae prema (5 2) '7j1}m?i :gf;m:asm; T
O A TR S G
(A"lcu )) = Cl(A(N -L) ‘N |

' i

Vec smo dokazall da X, GZ(A(N'L)) i da Jé | (e N )
J-ortogonalan na.: potprostor A (N )y pa poslaednaa jed-.
nakost i, (5 5) povlale da ae Xq GEN ‘t:al ~,oﬁ‘ 0 _a to
smo i treball dokazatl. E . ey
~ Neka Je sada n- n(A) 3, pri cemu ge n( ),.‘

™ L B
AGQQ{, pr1roda1 broa za kOJl je Jedan od operatora'+(A )n(A)

(R o i

U-poz:LtJ.van° Posto Je operator A J—hermltskl za y 1z
i £ iz ker(T ) VTlJedl ‘ ' - a

[(A. )n"e(A“ + z) A%S + 2] L(A )n §,y
!

pa Jje na osno ' jednakosti (5.6) Jeaén od operatora
(AP J—po;itivan. Ponavljajuéi eventualno ovo razma-
tranje dalje zakljudujemo da je =za svaki operator A iz
® jedan od operatora * A" ili i.(A‘)e fJ-pozitivan, zavi-
sno od toga da 1li je eksponent n(A) neparan ili paran.

Za maksimalan pozitivan potprostor M® prostora
H® potprostor M = M + No je maksimalan pozitivan potpro-
stor prostora H, Naime na osnovu teorema 1.7., Jedna-
kosti (5.1) i dokaza leme 5.1, vrijedi P+M = H_ (-)P N

gdje H+(--)P+No oznalava ortogonalni (i J-ortogonalni)
komplement zatvorenog potprostora P+No u H+. Sada je

P M = P (M* + No) = H+(-)P+NO + P+No = H_ pa Je prema

',teoremu' le’7e M maksimalan pozitivan potprostor prosto-
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ra H, Ako je pri tom potprostor M® invarijantan u
odnosu na sve operatore A", A iz ¥, onda se 1lako vi-
di da je potprostor M invarijantan u odnosu na sve
bperatoré A iz . Dakle ova] teorem biée dokazan ako
doka¥emo tadnost sljedeée tvrdnje:

o TVRDNJA: Neka je X xomutativna familija ograni-
enih J-hermitskih operatora A sa osobinom

Cl(ran(A)+ker(A))=H, tj. Cl(ran(a))Nker(A)={0} (5.8)
i ga svaki operatof A iz K, jedan od operatora A, A25

-4 Jje J—pozltlvan. Tada postoji maksimalan pozitivan
potprostor M Kreinovog prostora H | kOJl je invarijan-

J

tan za sve operatore iz K. l |

Dokaz tvrdnje. DNeka u dalgem ﬁﬁj g3 ¥ ozna~
¢avaju, respektivno, skupove onih operatora A ¢ K za ko~
je. su operatori A, A2, —A2 J—pozitivni; Zbog jednakoé
sti (5.8) prema korolaru 4.6. za svaki operator A iz
351 vrijedi prikaz

A= s ag(s) 1 (5.9
R . ‘

pri cCemu Je EA svojstvena spektralna funkcija operato-

ra A 1 1integral sa 1lijeve strane ' postoji ‘kao mnesvo-
Jstveni integfal u JjakoJ konvergenc;al operatora sa sin-
gularnom tadkom u nuli. Nula Jje Jedlna kritic¢na tacka ope-
ratora A, AC:ﬁi, pa je nula i jedina kriticéna tacka J—spe—
ktralne funkcije EA’ AEfKi. Na osnovu def1n1c1ae svoJ-
stvene spektralne funkcije J-hermitskog operatora za
opéra#drg A i AT iZCRa J-hermitske proaekc1ae E,(A)
i E(AT) (A, A €AMRNLOY)) komutiraju. Pored toga
vrijedi E,(A) E (A7) = 0 ¢im je A G (-,0), a
A°S(0,+), Stvarno, potprostor EA(4;)H_ je gbog (3e107)
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Hm i e e T S

J-ortogonalno dopunjiv prema ko-

rolaru 1l. 17., i uniformno negativan. Potprostor E ,(15 JH
je uniformno pozitivan, pa je presjek potprostora EA(ZS)H
i E, +(A’)H samo nula vektor. Definiéimo sada

W+ = c.l Se {F‘A(A)H Aéﬂ{l, aeAdR \{o”}), AC (0y4+® )}
W_: = C.l Se {EA(A)IP Aé"kl AC&{(R\{O}) A C (-0 O)}

TS R, VTS P

i wh L W™

- DokaZ?imo sada inkluziju:

NG L

L

‘ _Na osnovu gornalh primjedbi i leme 1,23, slijedi

(aeXq)

(5.10)

za €T ge E(A)x =0 (ac®, aAcARN{oY),
; (- ,0)), pa prema (5.9) vrijedi

A# S s dEAts)x =

R

[

Na kraju stavimo
]

+

[ .

F

@

0

lim E(( & y0))Ax € W
VO

_Dokazacemo da su potprostorl F+ 1 F_

gonalnl. S ob21rom na
lacije

w

£

F oo ut 4 1;s;{01(ran(m)).-' T c T‘j

W+ 1.s.{01(ran(V))$ Ve 1714

medusobno

S s dEA(s)X = %%mo S S dEA(s)x =

J-orto-

(5.10) trebamo jos$ da dokaZemo re~

C1(ran(T) )LV, §01(ran(v))lw+; C1l(ran(T))1C1(ran(V))

(5.11)
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éé TeJ i VEV , Iz Jednakosti (518) bez teZkola se
dobije da vrijedi ﬂ

| ! . |
N 1 oy mel
C1(ran(v®))=C1l(ran(V)), Cl(ran(T%))=Cl(ran(T)) (VeV, meT),

Za iéH; Te?’ 1 Ve U vrijedi
og[TzvX;ﬁx‘_\ - [vmx,vmx] - \__Vsz,Tx] < o,

t3e [T2Vx;Vx1 = O, Koristeéi SChwarzovu nejednakost (1.28)
odavde dobijamo da je [Vsz,Ty] = [sz;Tey] = O, Tako

smo dokazali treéu relaciju u (5.11)., Na slidan nadin
doka¥u se i ostale dvije relacije iz (5.11).

Da bi n4 potprostore F, i F_ mogli primijeniti
teorem 1.11, i tako dobiti maksimalan pozitivan potpro-
stof prostora ﬁH za koji <¢emo pokazati da je invari-
jantan za sve SA iz Hdoka¥imo jos @a yrijedi

- | [

TSR, i F_SP. - f |
Da bi, na pfimjir, dokazali drugu od ovih inkluzija dovolj-
no je da za proizvoljan konalan broj opératéra Vl,...,Vm
iz )} dokaZemo da vrijedi -

i.s.{EA(A)H: ae K, Ach®\{o],ac (-o,00} +
+ Lsifran(V): §=l,e.e,mYSP (5.12)

Jjer ,je unija svih skupova koji se pojavljuju sa 1lijeve
strane posljednje inkluzije gust skup u ¥_, Neka inklu-
zija (5.12) vrijedi za sve m{m . Posmatrajmo proizvo-

ljan element
m_+1

) n o)
z = ZZ:ijj + E kak s
. J=1 k=1
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pri Semu je Ej = EA_(AJ-) (AjéJ’Cl, Aa-é tA(W\\{O)S),
LX‘C:(—°°;0); G2=lyeeesll)y Vl""’vm +1 su operatori

iz ZV XJ’ kaLH, a l,...,n, k= 1,...%m +1, Na os?o¥u pret-—
postavke (5.8) postoje nizovi (x( ?)v i <7k ), za
koje Je |

o )y + =, )

v _ _
x() v X ‘m+l<yk

o, +1(x

gdje Jje xg2), ygz) keI‘(Vm l), 3 l 2,00., J= 1,.0.,11,

k=l;...,mo i ovi nizovi konverglraau ka XJ’ odnosno
. . 1 {

Tiee Stavimo ; : 3 !

(”> ZEJX(W kayf{:); 9 =1,2,0043 i=1,2.

' Tad; je
z = 1lim (Vm +1(ym L1 F wg >)) + wé ) ) (5.13)

=00

Poété 6peratore uzimamo iz komutativne' familije opera-
tora JC vrijedi B(ker(A))< ker(A) i Eg(A)A = AEL(A),
pa i Ey(A)(ker(a))cker(a) (4,8¢ %, de A@Nom).

Dakle <v)é ker(V

" l), Y =1,2,40.y DPa su sabirci u
élanov1ma niza 018a se granic¢na vrijednost pojavlijuje

u (5.13) medusobno ortogonalni, pa vrijedi
' . : | (v
z,2] =1im {{Yflo+l<ymo+l+w(\)>)'ym +1+w1 )] <\>)’ (\))J}

Operator -Vﬁ 1 je J-pozitivan pa Jje
. oT

2 . . .
[Vmo+l (ymo+l + W(V)>’ Im +1 + w(?{l Y =1324000,
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a premé’ induktivnoj pretpostavei je {yév)gwgv)]sgo;
Timg je dokazano da Jje [z,zlsgo, odnosno da vrijedi
(5.,12), a time i F_SY_. Analogno se dokaZe F SR,
Primjenom teorema 1.1l. na potprostore F_ i F_ do-
bijamo maksimalan pozitivan potprostor M Kreinovog
prostora H . i =za ovaj potprostor vrijedi

AM < A(F'_—L')'e A((w")*‘-) < wt = (ae ‘7415
M € ran(T) €F, S M (TeT)
| VM < V(F:') c V(réﬁ(v)"‘) = {0} - (ve V),

Dakle maksimalan pozitivan potprostor M je invarijan-
‘tan za sve operatore iz familije J( iz TVRDNJE i

time je TVRDNJA dokazana i dokaz teorema zavrien.

‘ Operator A na Kreinovom prostoru H Jje J-her-
mitski ako i samo ako Jje operator A-tI (te1R) J-her-

| mitski i neki potprostor Kreinovog prostora H Je in-

varijantan u odnosu na A ako i samo ako je invarijantan
u odnosu na A-tl CteTR), pa émo u prethodnom teoremu
uslov da za operator A iz komutativne familije J-her-
mitskih operatora ¥ postoji prirodan broj n(A) takav
da je Jjedan od operatora * An(A J-pozitivan mogli zami-
jeniti uslovom 'da za operator A iz € postoji realan
broj +t(A) i prirodan broj n(4) takvi da je jedan od
operatora * (A-t(4)I)" A) J-pozitivan. Ovu primjedbu ko-

_ ristimo u sljedelem teoremu:

| TEOREM 5.4. Neka je ¥ konadna komutativna fami
1ija ogranidenih pozitibilnih J-hermitskih operatora,
Tada postoji maksimalan pozitivan potprostor M koji

Jje invarijantan za sve operatore A iz .
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|
, L ' 1 o
Dokaz. Neka se familija H sSastoji od operatora
Ai;.;;gAm; Dokarimo da bez ogranidenja opdtosti mqiemoA
uzeti da Je spektar svakog od operatora A., J=l,ees,m,
realan, Neka 61<Aj)5 <52(Aj), (53(Aj) oznadavaju Trespek-
tivno dio spektra operatora Aj’ J=lyeesymy koji lezi na
realnoj osi, iznad realne ose i ispod realne ose, Prema
propoziciji 4;2, skupovi © 2(Aj) i (53(A .) sastoje se
od konac¢no mnogo svojstvenih vrlaednostl, pa su oni
spektralnl skupov1 operatora Aj i vrijedi <52(Aj)=E§;(K53;
j=1 2,...,m. Stavimo f

| - o
Eij; = E( Gi(AJ-); AJ-) (i=].:.,2,3, j=l,ooo,m)o

Prema . teoiemﬁkl.}#'. operator 'Eij je J-hermitska pro-
jekcija, a za! operatore E2j i .
J=l,eee,m. Svi| operatori Ey i (i=1 ?53, j= l,...,mg medu-
sobno  komutiraju 1 komutiraju sa QV1m operatorlma

A' (J l,oolo ,m)L VrlJedl , 1

vrlgedl Ess = (B53)+

T J=1 ;
T HE Z<E2J ¥ EBJ)HE& * Epp + Expe
.1 i
Stavimo
- J'_l
1 = (UlE'lJ')H, HJ- = ((E2J~ + EBJ)D1E41{)H’ (j=2,..,m)
J= -

Potprostori Hj (3=lyeseym+l) su medusobno J-ortogonalni
i svaki od njih Jje prema propoziciji l.22. J-ortogo-
nalno dopunjiv, pa Jje (Hj,[-,-]) (3=lyeee,m+l) Kreinov
prostor i svaki potprostor HJ (g= l,...,m+l) je invari-
Jantan u odnosu na svaki operator Ak’ k= l,...,m. Vrijedi
(A l m+l)C1R (J l,ooo’m)o Stavimo
d-1 ,
Hlj=(Eiij,ik)H (1=2,3; j=2,eee,m) i H;, =B; B (i=2,3)
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Odigledno vrijedi FHj = H2a + H33 (j=lyees,m), & prema
teoremu 1l.3%4°, potprostori Hij (i=243; J=lyees,m) sU
neutralni i na osnovu propozicije l.24. potprostori
H2j i j (3=1yees,m) &ine dQualan par potprostora.
Na osnovu zadnje osobine zakljuujemo da Je neutra-
;an potprostor H2j méksimalun“ pozitivan potppostor
Kreinovog prostora H2j + HBj = Hj (j=lyeeeym)e OCigle-
dno je da vrijedi

\

Ak(jHiJ.) C H (i=2,5';§ ,j=1,}...,m)
i )

Ako sada dokaZemo da komutativna famlllaa

{A {Hm+1, J= 1,...,mj} J-hermitskih operatara sa realnim

spektrom ima maksimalan pozitivan potprostor M +1 inva~

rijantan za sve operatore AJ[Hm+1, J=lyeeeqym onda ce

prema korolaru 1. lo. i naprijed navedenim cCinjenicama

" potprostor

M=Mp g+ Byt H2,m—1 *oees +Hpy

biti maksimalan pozitivan potprostor Kreinovog prostora

H i vrijedi _AaMczM J=lyeeesle Dakle u daljem moZemo
pretpostaviti da svi operatori Aa, J= },...,m imaju real-‘
an spektar, pa =za svaki operator Aj‘ postoji realan pozi-
tivira;uéi polinom f_. sa realnim nulama, Neka su S30
k=1,2,40.,n; medusobno razlidite nule polinoma £ |
J= 1,.0.,m 1 neka su O Ky k=1 2,..;,na; J=lyeeeym . inter-
vali sa osobinama AkacuAr(R\N(f )) 1 Aka ﬂN(f ) {skJ}
k=1, 2,9..,na, J=1lyeesy me Prema deflnlclal svoastvene spek-

tralne funkeije Ej = EA; operatora Aa operatori

J
E. Cllka>’ A; (k= 1,...,nJ ) Jai= =lyees,m) medusobno komutl-
raau. Ova 01naenlca nan je vaZna za utvrélvanae invari-

jantnosti odre@enlh ‘potprostora u odnosu na operatore Aj ;
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J=lyees,me Neka je vy g = v(skj’fj> k=lyeeeyns; J=lyeee,me
Na osnovu osobina (3.lo) i (3.1l0”) odnosno njima ana-
lognih- osobina za J-hermitske pozitibilne operatore
slijedi da je jedan od operatora _(AJ = Sg; I) kJ J~po-
zitivan na potprostoru E. (Z&kJ)H k= l,...,na, G=lyees,le

‘ Ozna01mo sa Hl""’Hr sve potprostore iz familije
potprostora

-{ﬂ E, (AL(J>J)H (k(l),...,k(m))C HQJ, Q, {1;...,113}}

" : Jj=1 _
Ovi potprostorl su medusobno J-ortogonalni, invarijantni

‘ i vrijedi

‘u odnosu na operatore Ajjeceydy

H1+...+HI‘=H

Na svakom od potprostora H (\>—1,...,r) za sgvaki operator
AJ, J= 1,.,.,m postoji realan broj Sk(J)J i prirodan broJj

| _ V(33
V()35 tako da je jedan od operatora T (A Sk(g)g I)

oy

J-pozltlvan na prostoru Hy(V=1yeee,T)e Prema primjedbi

poslije teorema 5.3, postoji maksimalan pozitivan pot-
prostor M, prostora H,,V=l,ees,r koji Je invarijan-
tan u odnosu na operatore Al”"’Am° Potprostor

!

Ml +".oo‘ + Mr = M

je prema korolaru 1l.lo., maksimalan pozitivan potprostor

prostora H i invarijantan je u odnosu na operatore

Ai;.;;;Am. Time je teorem dokazan,

_ _ Uz Jjednu dodatnu‘ pretpostavku dokazademo tvrdnju

teorema ‘sggc za komutativnu familiju pozitibilnih J-her-

mitskih ‘

razlaganje H = H+ (+) H; Kreinovog prostora H J-hermit-
., .
l i
i

ratora proizvoljne moéi., U odnosu na kanonsko
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skom operatoru A odgovara matrica =/

[ A A12)
‘ *
T Ao
pri §emu*§e Aq = P+A\H+, Ayy = P_A]Hr, A5 = P A|H_, ope-
rator A12:.H+ —>H_ Jje hermitski adjungovan operatoru
Aqo E; —H 1 vektor x = x_ + x €H .plsemo kao
[z 4 ‘ ' ;
X = <x+> o« Ako Jje M maksimalan pozitivan potprostor
?rostora ‘H i; KGEBl(H+,H_) njegov ugaoni  operator )
(M = G[K]), onda se 1lako vidi da je ,potprostor M inva-
rijantan uiodn:su na operator A akodi samo ako vrijedi
1 : : !
i -A]r2 + Ay K = K(All + Ang% i (5.14)
N ! { | |
Stvarno, zbog M = GlK] za =x¢ H, vektori
| e
A(x + Kx) = (All + A12K)x + (—A12 +‘A22h)x
pripada potprostoru M akko je: -A12+A22K = K(A11+A12K).
~  ogranicenc
TEOREM 5.5, Neka Jje ¢l komutativna familija " pozi-
tibilnih J-hermitskih operatora i neka postoji takvo
kanonsko razlaganje prostora H, H = H+'+ H , da je za
svaki operator A iz e operator P+AP_ kompaktan., Tada
postoji maksimalan pozitivan potprostor M prostora H
koji je 4invarijantan za sve operatore A iz ?t.

‘ ;‘Dokaz. Na osnovu primjedbe koja Jje prethodila
teoremu , teorem ¢e biti dokazan ako dokaZemo da postoji
operator K € B (E ,H ) koji zadovoljava jednakost (5.14)

za sve operatore A iz 2. Neka je Al,...,A proiz-

4 m
voljna konadna podfamilija familije ‘df. Oznalimo sa
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Z(Al;;;.,Am) skup svih kontrakcija K iz Bl(H+,H_)
koje =zadovoljavaju Jednakost (5.14)., Prema teoremu 5.4.
skup Z(A ,...,A ) nije prazan. Pretpostavka da je

PAP_ (A€EE{) kompaktan operator povladi da je skup

Z(Al'oo.,A ) zatvoren u odnosu na slabu konvergenciju _
operatora, Naime, kompaktan operator prevodi slabo kon-
vergentan hiperniz vektora u konvergentan hipernigz
vektora ([4] VI. 9.30, str.515) pa ako “hiperniz (Ka)aeg'
operatora iz. Z(Al,...,A ) slabo kqnvergira ka operato-

ru K (Jasno je da KGEBl(H H_)) ohda hiperniz vektora

(A12 ax)aeg} konvergira vektoru A12Kx x€H_ proizvo-
ljan vektor., Odavde slijedi da hlpernlz (Ka 12K x)
slabo konvergira ka vektoru KAlsz, x<eH+. Granlcna

vrijednost po ae;Qf, u slaboj konvergenciji 1l1ijeve
strane jednakosti '

- * . : ‘ .

je vektor —Aiéx + A22Kx, a prema prethodnoa reCenici
granic¢na vrijednost po aed u slaboj konvergenciji
desne strane  posljednje aednakosti‘ije ‘K(Allx + A12Kx),
dakle K& Z(Ajyeeey4 )e Familija skupova Z(Ayyeeesd )
(B=1425000 3 Ajsecer,A € ) Je dakle  familija slabo

zatvorenih nepraznih podskupova Jjedinidne kugle Bl(H+,H_)‘

i ova familija odligledno ima osobinu konadnih presjeka,
Kako je Jedlnlcna kugla B (H o ) slabo kompaktan skup
([4] s VI. 9.6, str.512) gornaa familija ima neprazan

_presaek, pa ako. je K operator iz tog presjeka onda

: | o)
KOEEBl(H+,H;) i operator K, zadovoljava Jjednakost

(5.14) =za sve operatore A iz d€, Teorem je dokazan,
jednostavno se vidi da i za pozitibilne J—unita;

rne operatore vrlgede teoremi analogni‘_teoremima 5.3.,
54, i Se 5 Dovolano je primijetiti da je potprostor

J
!
|
i .
{
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M Kréinovog prostora H invarijantan u odnosu na
ogfaniéen‘ J-hermitski operator A ako i samo ako je
ihvarijantan‘ u odnosu na njegovu Cayle jevu transfor-
" maciju J-unitaran operator U,

TEOREM 5.3. Neka je P xomutativna famili ja
J-unitarnih operatora i neka za svaki operator U 1z
ﬁ postoji kompleksan broj E(U)EC, <& (V€6 ) i
prirodan broj n(U) takav da je Jjedan od operatora
t(('ETE)U «»‘5(U)U+)/2i)n(U) J-pozitivan, Tada postoji
maksimalan pozitivan potprostor  koji Jje invarijantan
u odnosu na sve operatore U, U~ (Uéég)).

Dokaz; Cayle. jeva transformacija
o . o _ 0
A=i(U+ eI) (U - gD (i°=-1) (5.15)
J—unité}ndg operatora- U je ograniéen (Jer g(U)¢f§(U))
J-hermitski operator i lako se vidi da Je Jjedan od

operatora i:An(U) J-pozitivan, Naime za sve x 1z H
vrijedi

(4207 - (G + eD) (U - e@D™HM Vx| -
- [Pt - DMV 4 en™Vy,5] -

[(CE@U - e@u*)/22 V5,57

gdje je stavljeno y = (U - a(U)I)-n(U>x. Dakle fami-

lija Cayle jevih transformacija datih sa (5.15) ope-
ratora U iz 93 zadovoljava wuslove teorema 5,3. pa
postoji - maksimalan pozitivan potprdstor: M invarijan-
tan u odnosu na sve ove Cayle'jevé transformacije,
pa prema napomeni prije teorema i @‘ odnosu na sve
operatore U iz g). Prema korolaru l,29;i potprostor M
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o - -. o ) ‘ ) —l —
je dinvarijantan i u odnosu na sve operatore U 7,

ve $. maxo je +teorem dokazan,

TEOREM 5.4 Neka je 97 konadna komutativna fami-
iija pozitibilnih . J-unitarnih operatora sa osobinom
C‘Q(S(U) (Ue P Tada postoji maksimalan pozitivan
potprostor M koji je 1nvar13antan 'za sve operatore

u, u7t (ue @;).

Dokaz' ovog teorema jeianalogan sa dokazom teo-
rema 5 5 s tlm da pozitibilnost Cayle jevih trans-

forma013a opefatora iz & slijedi 1z dokaza teorema 4, l.
! ‘ ‘l/

I '
- TEOREP 5 5. Neka Je gD komuﬁatlvna familija pozi~-

tibilnih \J-unitarnih operatora sa osoblnom C £G(U)
(Ve g>) ‘1 neka postoji takvo kanqnskor razlaganje pro-
stora H, H = H + H, da Jje za svaki operator U iz
gyoperator P IJ P kompaktan, Tada pbstoji maksima-
lan p021t1van potprostor M koji je invarijantan u od-
nosu na operatore U; y~l (Ue #).

Dokaz se provodi na isti nacin kao i dokaz
teorema 55 Treba samo primijetiti da je maksima-
lan pozitivan potprostor M = G[K}, KEEBl(H+,H;) invari-
jantan u odnosu mna operator U ako i samo ako vrijedi

Uy + U22K = K(Ull + U12K)

(Un Ul2j

Uor Uz

matrica koja _odgovara operatoru U u kanonskom razla=-
ganju H = H (+) H_ prostora H,

pri Cemu je
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