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0. UVOD
0.1. Glava I
,Jedan od najvaZnijih problema u vezi sa hermitskim operato=-

rima u Kreinovim prostorima Jje pitanje egzistencije spektralne
funkcije. Egzistenciju spektralne funkcije, kao i njene osncvne

-

osobine, za hermitsxe operatore u Fontrjaginovim prostorima dokazzli
su M,G, Krein i H. langer u radu [Eg]a H. Ianger Jje u radu E&i}
( vidite takode [47' ) poop3tio ove rezultate na definitibiine
operatore u Kreinovim prostorima. Drugaciji dokaz postojanja spek-
tralne funkcije definitibilnih operatora dao je P. Jonas u 3],
Jed1a od osobenosti spektralne funkcije definitibilnih operatora
. je moguénost postojanja kritilnih tacaka na realnoj osi. FPitanje
regrilarno=ti ovih kritidnih tacaka je od posebnog interesz. Prve
karakterizacije regularnosti kriticdnih tadaka date su u radovima
28] i [B1 (¢ vidite i [#7A ). Kriteriji repularnosti kritidnih
taCaka definitibilnog operatora A u radovima K. Veselidsz i5§!,
P. Jonasa[?{],[?ﬁ] i R.V. AkopJjana [1] dati su pomoéu uniformne
ogranicdenosti odredenih familija operatora, koje su funkcionzlinim
radunom povezane sa operatorom A . Jedna od primjena ovih kriterija
je u proucavanju oduvanja regularnosti kritiénih tadska pri pertur-
bacijama operstcra. Ovaj problem razmatran je u radovima [BQ} , [22}}
Ry , [ . o

U glavi I ovog rada, koja veéim dijelom ( csim odjeljka 5 )
slijedi izlemanje u radn [0] , dajemo viSe kriterija regulernosti
kriticéne taclke beskonadno definitibilnih operatora. Ovi kriteriji
bitao se razlikuju od do sasda poznatih kriterija. Naime, oni 3o
izraZavaju preko nekih osobina domena O(A) , definitibilnog opera-
tora A , kao i preko osobina skupa éD{?é] koji Jje usko poveran
sa domenom )(A) . Ovdje je J fundamentalna simetrija Kreinovog
prostora. U odjeljku 1 ove glave definisSe se skupl i)[b&] i
daju se neke njegove oscobine. Pored toga .daju se dovoljni uslovi
pri kojima nepraznos . :solventnog skupa ?(A) y operatora
A=Jd % - 2"
= JB , povladi nepraznost rszolventnog skupa operatora JB

m pozitivan cio broj. Pitanje nepraznosti rezolventnog skupa
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je bitno prilikom razmatranja definitibilnosti operatora i navedeni
rezultat se u tom smislu koristi u odjeljku 3 ove glave. U cdjeljku
2 ove glave dati su kriteriji regularnosti kriticne taclke besko-
nedno za stroro pozitivne operatore u Kreinovim prostorima. Csnovni
rezultati ovog odjeljka sadriani su u teoremu I.2.5 . Jedna od
karakterizacija regularncsti kritiéne tacke beskonaZno iz coveg
teorema data je pomocéu ekvivalentnosti dvaju normi na skupu QT4 .
Ova karakterizacija poveznje jedan rezultat iz rada [32] sa

ranijim rezultatima iz radova [@é] , [éﬂ y [4] o Naime u radu {32
dat je primjer strogo pozitivnog operatora u Kreinovem prostoru

¢

" .
cO Q¢

za koji norme iz naSe karakterizacije nisu ekviva.enine,

ekvivalentno sa singularno3c¢u kritidne tadke beskonadno. U radovi-

ma [42] , [?ﬁ , [4] konstruisani su upravo operatori sa singularnom
kriti¢énom tadkom beskorns’ <. U odjeljku 3 data su poopstenja nekih
od kriterija iz odjeljka 2 na definitibilne operatore.Izmedu ostalog
dokazuje se da tadka beskonadno nije singularna krit:idna tadka
definitibilnog operatora A sko i samo ako u Kreinovcm prostcoru
postoji pozitivan ogranilen operator W sa ogranidenim inverznim
operatorom ( tj. O € p(W) ) %takav da je WO(AYESD(A) ( ili

WD [TA] €D[T4] ) . Dalje se daju i primjene ovih kriterija. Na

- primjer, pokazano je da za nenegativan definitibilarn operator A=JB

i M €(0,+00) takav da je operator JE  definitibilan vrijedi:
tacka beskonadno je singularna kritidna tadka operatora A ako i
samo ako je talka beskonacno singularna kriticéna tadka operatora 3
U odjeljku 4 kriteriji regularnosti iz 6djeljka 3 koriste se da

se dokaze oluvanje regularnosti kritidne talke beskonadno pri nekim
aditivnim perturbacijama operatora koje mijenjaju domen. U stvari,
za aditivne perturbacije posmatrane ovdje, a koje su u vezi sa
aditivnim perturbacijama prouéavanim u [z9] , [24] , [25) s, bckazuje

se da one ne mijenjaju skup o0 [JA] pa se primjenjuje navedeni

9
kriterij iz odjeljka 3 . U odjelik 5 gleve I daje se karakteri-
zacija skupa i)[ﬁé] pomoéu spektralne funkcije operatora A .
Ova karakterizacija je analogna sa karakterizacijom skupa i)[ﬁé]

pomoéu spektralne funkcije operatora JA , koja slijsdi iz jedna-

kosti o) [TA] = ¢ [I8|Y3).



0.2. Glave- II i III

S obzirom na prlmgene teorlae operatora najvaZnija,.posebna
lasa operatora su dlferenclgalnl operatori. U ovom radu bavimo se
obidnim hermitskim diferencijalnim operatorima koji su u odgovara-
Juéinm Hilbértovim i1i Kreinovim prostorima pridruZeni- diferencijal-

noj jednadini oblika

. n - , N ;

() = zzb(’l)k(pn-kf(k>)(k)f= arf na intervalu (a,b), (2.1)
, e

gdje je -0 ¢adbg+o0 i kéefici,jenti l/po, pl,...‘, Ppy T su

okalno integrabilne realne funkcije na (a,b) i pri &emu nepoz-
ata funkcija' f zadovoljava izvjesne -"rubne uslove" u tacdkama

tj. u okolini tadaka ) a i b . U sludaju kada je

o0 (adb<+o i kada su koeficijenti jednadine (2.1) integrabilne
nkcije na [a,b] kaZemo da je problem (2.1) regularan na f[a,b] .
roudavanje jedn=z&ine (2.1) pri n =1 i r =1 na (a,b) ima
eoma dugadku istoriju kojoj su znadajan doprinos dali jos J.C.F.
turm i1 J. Liouville tridesetih godina devetnaestog vijeka. U ovom
adu mi prouéévamo jednadinu (2.1) bez dodatnih ogranidenja na

nak tezinske funkcije r , tj. dozvoljava se mogucénost da se
unkcija r poniStava na skupu pozitivne Lebesgueove mjere i da
na mijenja znsk na intervalu (é,b). U vezi sa ovim navedimo da su
pektralne’osabine regularnog problema (2.1) pri n ='1 i

fipo =1, pi_> O na (a,b) sa indefinitnom teZinskom funkcijom r,

| a1i |r;> 0, proudavali jo¥ D. Hilbert [20] i M. Mason [51] , [63]
- podetkom dvadesetog vijeka. R. Richardson [5@] je bio prvi koji se
“bavio ovim problemom ' bez pretpostavke o pozitivnosti koeficijena-
ta sa lijeve strane jednadine, U novije vrijeme, podstaknut djelo-
midno primjenama u linearnoj transportnoj teoriji, obnovljen je
| interes za probleme oblika (2.1) sa indefinitnom teZ¥inskom funkCﬂaom
:r s Spomenimo na prlmaer radove R. Langer B9] W.N. Everitt EL6_]

H. Kaper i dr. [33) , F.V. Atkinson i dr. [2], R. Beals [5] i druge
“koje u daljem citiramo. |
‘ : U radu [Bé] R.W. NcKelvey je nagovijestio mogucnost primjens
teorije hermitskih operatora u Pontrjaginovim prostorima na probleme

oblika (2.1l). Ova teorija iskoriStena je u radovima H. Langer [;éﬂ i
K. Daho i H, Langer [15] kao orulle u ispitivanju spektralnih oSobina
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jednadine (2.1) pri n =1 1 uz pretpostavku o pozitivnosti koefici-
jenata sa lijeve strane jednaline. Teorija definitibilnih operatora
kori8tena je u radovima K, Daho, H. Langer [14] , k. Dano [11] i [12
;U odjeljku 3 treée glave ovog rada koriste se neke od ideja iz
‘rada [24] . |
' U glqv1 IT ovog rada bavimo se hermit=k4* diferencijalnim
?cheratorlma koji su u Hilbertovom prostoru 12 (a,b,|rl) ( definisa-
nom u odjeljku II.2 ) pridruZeni Jjednadini £(£) = Xlrlf na (a,b),
Ovdje je od interesa moguénost da se teZinska funkcija r poni-
itava na skupu pozitivne Iebesgueove mjere. Ovaj problem, u speci-
jalnom sludaju n = 1 , razmatran je u radu ¥W. Everitt, M.K. Kwong,
. Zettl [17] i u radu [ﬁAJ, a za n > 1 uz pretpostavku o pozitiv-
osti koeficijenata sa lijeve strane jednaline u radovima [ll:l i [12:

)snovni rezultati glave II sadrzani su u odjeljcima 2 17 ., U
djeljku 2 vokazuje se da je Jjednalini e(f) %Jrlf na (a,b)
oguée pridruZiti operator u Hilbertovom prostoru L~ (a b, r{) i
ez pretpostavke IV iz racdova [ii] ’ ﬁé] . Nakon definicije
fﬂvog operatora, u odjeljcima 3 , 4 , 5 1 6 , pokazuje se da i u
voj opstijoj situaciji vrijede svi rezultati iz knjige Naimarka
{56, glava V] koja se bavi specijalnim sludajem r =1 na (a,b)
'z dokaza koji su ovdje dati vidi se kako se postupa sa razlicéito-
tima koje nastaju zbog opstije situacije., Pored toga, u odjeljku 4
e poknazano da se sludaj kada se tezinska funkcija r ponistava u
{ okolini rubnih talaka a i b moZe posmatrati kao regularan
iisluéaj problema (2.1), Odjeljak 7 glave II posveéen je karakteri-
f;zaciji skupa o) Ea] , ori emu je B minimalan operator pridruZen
jednadini £(f) = A|r|f na [ﬁ,ﬁ] u regularnom slucaju.i uz uslov
Py 7> 0O na [a,b] . Karakterizacija data ovdje analozna je,sg

karakterizacijom skupa o) [ﬁ] u radu M.G. Kreina B?,dio 11, §§6,7—J
| grdje je razmatran sluéaj r=1 na [ﬁ,b]

- U glavi III , teorem 2.1 dati su dovoljni uslovi da operator
A pridruZen problemu (2.1) u Kreinovom prostoru L2(a,b,r) bude
‘definitibilan. Na.osnovu definitibilnosti pridruzenog operatora
dobijamo niz rezultata o strukturi njegovog spektra. Ovi rezultati
poopStavaju rezultate te vrste u.radovima Mingarellija [54] ’ [55].
U propoziciji TII.2.15 daju se dovoljni uslovi za diskretnost
negativnog dijela spektra operatora A . Ovi uslovi su opStiji cd
uslova u radu Mikuline [53]. U odjeljku 3 glave IIT koriste se
rezultati iz odjeljaka I.3 i II,7 da se daju dovoljni uslovi da®
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tadka beskonadno nije singularna kriticna tacka za definitibilan
diferencijalni operator A . Naime, uz izvjesne uslowe o tezinsko]
funkciji r u tadkama u kojima ona minjenja znak, koristeéi ideju
izloZenu u primjedbi I.3%.7, konstruisan je operator W koji je
ograrnicen 1 pozitivan u Xreinovom prostoru L2(a,b,r)‘, 0 ¢ Q(W)

i wD[Ja] '€ D[Fa] . odavde, na osnovu citiranog rezultata iz
glave I siijedi'da tadka beskonaéno nije singularna kritidna
talka operatora A . U odjeljku 4 glave II1 pretpostavljamo da
definitibilan diferencijalni operator A ima diskretan spektér i
da tadlka beskonadno nije singularna kriticéna tacka operatora A.
Tu se dokazuje da operator A 1ima kompletan skup korjenih vektora,
tj. postoji ( topolo3ka ) baza Kreinovog prostora L2(a,b,r) koja
se sastoji%od korjenih vektora operatora A. Dalje se dokazuje da
se ova bazé moze odabrati tako da ortogonalne projekcije ( u Krei-
novom prostoru Lz(a,b,r) ) pozitivnih korjenih vektora iz ove
baze na bilo koji maksimalan uniformno pozitivan potprostor J%;
prostora Lz(a,b,r) ¢ine bazu prostora 3<+ . S obzirom na rezul-
tate odjeljka III.3 ove tvrdnje su poopsStenja odgovarajuéih tvrdnji
iz radova H.G. Kaper, M.K. Kwong, C.G. Lekkerkerker, A. Zettl [31] ,
[32] i R. Beals [6]. WNeki od rezultata iz odjeljaka 1,2,3,4 glave
III objavljeni su,uglavnom bez dokaza,u radu [iol. v odjeljku 5
ove glave dat je analogon Mercerovog teorema za pbzitivne inte-
gralne operatore u Kreinovom prostoru Lg(a,b,r) . Koristeéi ovaj
rezultat i1 rezultate iz odjeljka I.5 pokazano je da funkcije iz
JD[;A] i njihovi izvodi do (n~-1)-og reda imaju uniformno konver-
gentne razvoje po korjenim funkcijama ( vektorima ) operatora A.

- OvaJ rezultat objedinjava i poopsStava rezultat iz rada M.G. Kreina
[57, dio II, lloj gdje je razmatran sludaj r =1 na [a,b] i
rezultat iz radova E. Kamke [29] , [30] gdje je razmatran sluca]j
indefinitne teZinske funkcije uz odredene pretpostavke o pozitiv-
nosti lijeve strane jednaldine (2.1). U odjeljku 5 mi pretpostavlja-
mo da je problem (2.1) regularan na [a,b] i, zbog jednostavnosti,
da je |r{ >0 na [a,b] . '
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0.3, O notaciji i nekim osnovnim pojmovima

Sa IR oznadavamo polje realnih, a sa ¢ polje kompleksnih
brojeva. Svi vektorski prostori koji se razmatraju u ovom radu su

- kompleksni. Pod potprostorom Hilbertovog prostora (7¢,(-,-)) pod-
razumijevamo vektorski potprostor prostora J€ koji ne mora obave-

zno biti zatvoren. Pod operatorom u prostoru Z€ podrazumijevamo
linearan operator. 7a operator A sa O(A) , R(A) , ker(4A) ozna-
gavamo podrudje definicije ( domen ), podruije vrijednosti ( rang ),
nulpotprostor, respektivno, operatora A. Sa G(A) i ©(A)
oznadavamo spektar i rezolventni skup operatora A . Koristimo
definicije hermitskih i simetriénih operatora u Hilbertovim prosto-
rima kako su date u knjizi S. Kurepa [40, str. 408 i 411] . Simbol
+ oznalava direktnu sumu potprostora, a @ oznadava ortogonalnu
sumu potprostora Hilbertovog prostora- (#,(-,-)). Ortogonalnu
sumu operatora u prostoru (¥ ,(:,-)) oznalavamo takode sa @ .
Vektorski prostor X sa ( indefinitnim ) skalarnim produk-

tom [',-] nazivamo Kreinov prostor ako postoje potprostori 3{4

i XK_ prostora K takvi da je
1) XK = K, + XK,
2) (K, -,-1) i (&, -[‘,'J ) su Hilbertovi prostori
3 [x,.x] = {o}. | |
Specijalno, ako je ¥ = _min{dimJC+, dim7<_'} <+ 00 , onda se

Kreinov prbstor (X, [-,°] ) naziva Pontrjag.nov prostor sa .
indeksom 2@ ., Dekompozicija 1) sa osobinama 2) i 3) naziva se

fundamentalna dekompozicija Kreinovog prostora J< . Uvedemo 1i

projekecije Px =x,_, pri Semu je xe€X , x=x_+ X_, x:t€:7'<li ,

+
i stavimo J:= P - P_ imamo da je
(x,y):= [Jxoy.] ’ [thJ = (Jx,y) ( x,ye XK ).

Ovako definisan operator J naziva se fundamentalna simetrija

Kreinovog prostora (X, [+,+]) . Skalarni produkt (-,+) ge
pozitivan i prostor (JC,(°,-)) je Hilbertov prostor. Stavljamo

fxIl = (x,x)1/2 y X €A, Svi topoloSki pojmovi u Kreinovom prostoru
K podrazumijevaju se u odnosu na topologiju odredenu ovako defi-
nisanom normom. Ova topologija ne zavisi od fundamentalne dekompo-
zicije 1). Ako je na vektorskom prostoru F zadat skalarni pro-
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: - dukt [-,-] , onda se za vektor xeX za koji wrijedi x,x1 2 0O
' ( [x,x] <0, [x,x] =0, [x,x] >0, [x,x] <O, respektivno ) °
+ ' kaZe da je nenemativan ( nepozitivan , neutralan , pczitivan ,

4 negativan , respektivno ). Za potprostor &£ prostora K kaze

se da je nenegativan { nepozitivan , itd. , respektivno ) ako su

svi vektori iz £ \{0} nenegativni ( nepozitivni., itd. , respek-
g tivno ). Za potprostor o prostora I kare se da je uniformno
 pozitivan ( uniformno negativan , resp. ) ako je [x,x]> 3 HXH2

i ( [x,x] ¢ -[ﬁx”g , Tesp. ) za sve x iz £ i za neko ¥ >0 .
E' Ortogonalna suma potprostora u odnosu na skalarni produkt [:,-]

4 oznadava se sa [+].

- " Neka je &£ Dbilo koji podskup Kreinovog prostora (&, [-,-].
Stavljamo : |
x-L t= {XGJC : EX,o‘Cj = {O}} *

Ako za potprostor &£ vrijedi
. 4
x[*‘]x/ = JC,

onda se za'potprostor &L kaZe da je ortogonalno dopunjiv u
Kreinovom prostoru (K, [+, ]) .
Neka je (X,[:,*]) Kreinov prostor i S operator u

definisan na gustom potprostoru prostora X . Hermitski adjungiran

operator s* operatora S u Xreinovom prostoru (76,[},-]) defi-
nisan je na slijedeéi nadin : D(8Y) je skup svih x € X za koje
postoji x"¢ X sa osobinom

[Sy,x] = [y,x7] za sve yedD(8) ,

i za ove x stavljamo S*x := x’..Akd sa S* oznadimo hermitski
adjungiran operator operatora S u Hilbertovom prostoru (XK ,(-,+))
onda vrijedi 8% = JS*J . Za operator A koji je definisan na
gustom potprostoru prostora J< kazemo da je hermitski u Kreinovom
prostoru (7<, [-,<]) ako vrijedi A = A* i simetrian u Kreinovom
prostoru (X, [+, -]) ako vrijedi A < At °

| Operator Q naziva se ortogonalni projektor u Kreinovom
prostoru (X,[+,7]) sako je D(Q) =K, Q° = q = Q* .

Za hermitski operator A u Kreinovem prostoru (K,[+,-])

kaZzemo da je definitibilan ako

(a) o) £ @ .
(b) Postoji realan polinom p £ O takav da je

[P(A)x,x] >0 (x e D(p(a))) .




Polinom p sa4gornjom osobinom naziva se definitizirajuéi polinom
operatora A . ‘ ' -
Za'operator A kaZemo da je nenegativan ( pczitivan s Tespe.

u Kreinovom prostoru (X,[:,:]) ako je
[Ax,x] > 0 ( [@x,x]>0 , resp. ) ( xe€ D(A)\{0}) .
Spektar definitibilnog operatora A koji le?i van realne
prave sastoji se od najviée'konaéno mnogo svojstvenilh vrijednosti
koje su nule polinoma p . Linearni omotac FKe korjenih potpro-
stora operdtora A , koji odgovaraju svojstvenim vrijednostima
operatora A iz sku?a ¢\IR , Jje ortogonalno dopunjiv u Kreinovom
~ prostoru (*,(*,+]) . Za definitibilan operator A postoji spek-
tralna funkcija, koja moZe imati kriti¢ne talke na realnoj pravo]
- ( vidite [ﬁf}, [41], [23] ). Da bi ovo objasnili, za konalan skup

¢3= {tl,ooo'tk} g‘ IR
( ovdje, i u daljem, R ( = IR U {co}) oznadava kompaktifikaciju
Borelovih podskupova A skupa IR sa osobinom ((CL(AINA)N¢ = @
( ovdje C1(A) oznadava zatvorenje skupa A u IR ). Preslika-

jednom tadkom realne prave IR ) oznalimo sa (b, algebru svih

vanje E sa &> u skup ortogonalnih projektora u Kreinovom pro-

storu .(J<;[-,?]§ naziva se gpektralna funkcija operatora A sa

kritiZnim tadkama t1,...,t, &ako su zaduvoljeni slijedeéi uslovi

(A9A1,A2c5 d?>c )3

(15 E(AUDL) = E(D)) + E(Ae) ako je AlnA2 =g,
(2) E(BNAp) = B(ADE(A,)
(3) E(®) =0, E(R) = K

() An¢ # @ povladi da je skalarni produkt [*,*] indefi-
nitan na E(A)X , '

(5) E(A)A = AE(AD) ,

»(6) (A‘E(ZX)JC) < Cc1(A) , gdje AIE(ZS)J( oznadava

restrikciju operatora A na potprostor E(A)IKXK,

Ako je A definitibilan operator i p definitizirajuéi

. polinom operatora A , onda postoji spektralna funkcija E sa

skupom ¢ kritidnih tadaka tako da vrijedi

@g-&xe R : p(x) =O}U{<>O} .



°

Ovdje tadka beskonadno moZe biti kriti€na tacka samo ako je stepen

polinoma p neparan. MozZe se pokazati da spektralna funkecija E
operatora A ima osobinu

(7) [E)x,x] > 0 ( £ 0) ako je p(t)>0 (£ O,resp.)

za sve te€lD,A€ d?;¢ .

- Za kritidne tadke spektralne funkcije operatora A kaZemo takode

da su kriticne tacdke operatora A .
Za kritiénu tadku t operatora A kaZemo da je regularna
ako postoji otvoreni interval Ao , t € Ao , koji ima pozitivnu

udaljenost od svih drugih kritiénih tadaska operators A 1 takav
da Je skup '

“HKAHT:‘A€@¢,Z§§AO}

ograniden, Kritiéne talke operatora A koje nisu regularne nazi-
vaju se singularnim. Skup svih kritidnih tadaka operatora A
oznalavamo sa c¢(A) , a skup svih singularnih kritiaih tadaka
operatora A oznadavamo sa cS(A) .
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I. O REGULARNOSTI KRITICNE TACKE BESKONACNO
DEFINITIBILNIH OPERATORA

I.1. Uvodna razmatranja

l.1. Zbog potpunosti izlaganja navodimo slijedece tri
tvrdnje.

PROPOZICIJA 1.1, Neka su (H1,(:,)¢) i (R,5,(4-)5)
|Hilbertovi prostori takvi da je &, sgust podskup u (R ,,(, )2)
‘|1 za neku konstantu c¢> 0 vrijedi [x)|>ciXil, (x e ?81) Tzda
u Hilbertovom prostoru %12 postoji pozitivan hermitski operator
sa domenom 38 . Ako je P proizvoljan hermitski operator u m:e
sa D(P) = ?ﬁl , tada je norma ”'”1 ekvivalentna sa normom grafa

x+—> Cxi3 + IPZ )2 (xed® =%, ). (1D

DOKAZ, Prva izjava ove propozicije slijedi iz teorema
5.36 u [60] . Za normu (1.1) vrijedi

Cixi3 + 0Exl2H)Y2 5 mi,  (xezy ) . (1.2)
Zbog toga za normu .
nm3m|mh_+(nﬂg+nPﬂ@)L@ | (xexl)

vrijedi ixliz> (c+L)ill, 1 lixiizy ixlly (x€%;) . Prostor
(Uﬁl,u H3) je kompletan, Stvarno, ako je (x, )-9€ Cauchyjev
‘niz, u odnosu na normu n-n5 , tada je taj niz Cauchyjnv niz i u
odnosu na normu lill; 5 1 u odnosu na normu (1.1) . Zbog toga
.postoje x° i x"7 iz 42 1 takvi da xn—4>x' (n—>wee) 7pO
normi |l«|ly i xn—a»x" (n=—> +02) po normi .(1.1) . Nejednakosti
Xl 2 elixil5 (x ezﬁl) i (1.2) povliade x°= x°’ i zbog toga
x,~—>x" = x"7 (n—>+00) po normi H'H3 . Teorem o zatvorenom grafu
‘povladi da su norme (1.1) i H-Hl ekvivalentne sa normom ll-”3 .
Propozicija je dokazana,

Napomenimo da je u sludaju O € (P) norma (1.1) ekvi-
valentna sa normom x +~— IPxll, (x € D(P) = *ael) .
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TEOREM 1.2, ("Heinzova nejednakost™, vidi [39] ) Neka su -
P i Pl, pgzitivni hermitski operatori definisani u Hilbertovim
prostorima (& ,(-,-)) i (Z{l,(-,-)l) , respektivnc, Neka je
T:H — F4 “ograniden operator sa normom M , takav da
T:Z)(P)goD(Pl) i

Py Txlly € MqliPxll (xed(® ).

~

Tada, 28 0<& <1 vrijedi TD(PY)SD(P]) i

1-Lpey

M3 I xl ( x eD(F) )

llP’i‘l‘le <M

‘Slijedeéi korolar slijedi iz teorema 1.2 i propozicije 1.1.

KOROLAR 1.3. Ako su Pl i P2 pozitivni hermitski opera-
tori u Hilbertovom prostoru xR i c@(Pl) = D(P ) tada je

;D(P.“l‘) eD(P2) (0€L<1 ) - - .(1.5)

'li odgovarajuée norme grafa na D (P%) (§=1,2) su ekvivalentne.

U specijalnom sludaju jednakdst (1.3).. vrijedi za proizvo-
ljan nenegativan £ , Stvarno, neka je S hermitski operator ogra-
niden odozdo sa donjim ogranidenjem ¥ u Hilbertovom prostoru & ,
.Tada, za a ¢ ¥ vrijedi

D((s - a1)’) = D(Is[) (£ €0,+0) ) . (1.4)

Ovu jednakdst dobijamo koristeéi karakterizaciju elemenata domena
iz (1. 4) pomoéu spektralne funkclae operatora S . Stvarno,funi-ija

g: t h—€>(t—a)2£7|t| ( t > max { 1 a+1} )
Jje pozitivna i l1m g(t) = 1 . Zbog toga, funkcija g Je ogranicde-

na i strogo pozitivna, pa vrijedi

D((s - a1}’ ) = {xed: +§°°(4c-a)2"°d(th;‘;c) < 400 )
5 )
-{XEJC +§°Itj 2°Cd(th’x) <+ 00}= OD(IS]OC) o

Ovdje: F oznaéava spektralnu funkciju operatora S .

1.2, Neka je A hermitski operator u Kreincvom prostoru
‘(jc,{',']) . Prema propoziciji 1.1 topologija generisana na < (A)
 normom grafa u odnosu na operator JA ne zavisi od izbora fundamen-
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" talne simetrije J . Skup-- & (A) sa ovom topologijom oznalavalemo
sa D(A)" . : ‘ S |
%Za hermitski operator S u Hilbertovom prostoru (€ ,(-,-))
sa D[S] oznalavaéemo kompletizaciju skupa JO(S) u odnosu na
normu. |[(!S] + I)1/2‘ |, Vektorski prostor D[S] sa topologijom
odredenom normom |/( [S] + 1)1/2-I] oznadavamo sa O [S]” . Podto
operator ([S| + I)l/2 ima ograniden inverzni operator vrijedi

Il <lCs) + D Y2008 + DY%) (xed) ),

a odavde slijedi D[8]€ % . Vrijeai D[s] = D((|s| + 1)172)
i, prema (1.3), D[s] = D(|s|¥/?) .,

" Prema korolaru l.3 topologija na skupu D [3a]” , definisa-
na u Hilbentovom prostoru (HX,(+4*)) , ne zavisi od izbora fundamen-
talne simetrije J .

PRIMJEDBA 1.4. Na osnovu propozicije 1.1 i korolara 1.3
vrijede slijedeée jednakosti

DO = D[aal ¢« 1177 = DEICIal + 1)1/2)? y
D)™ = DIl + 1) = DI

PRIMJEDBA 1.5. Neka je A hermitski operator u Kreinovom
prostoru (X, [*,+]) i neka vrijedi nejednakost [Ax,x] 2 ngH2
( x €D(A) ) pri &emu realna konstanta ¥ zavisi od fundamentalne
simetrije J , tj. neka je seskvilinearna forma . [A*,-] s D(A)XD(A)~>
ogranidena odozdo u Hilbertovom prostoru (XK,(-,+)) . Tada je opera-
tor JA hermitski i ogranicen odozdo u Hilbertovom prostoru (3(,(-!

 Na osnovu primjedbe 1. i korolara 1.3 slijedi da je <D[JA] domen

zatvorenja seskvilinearne forme [A*,] (vidi [60, s.122]) .

PRIMJEDBA 1.6. Ako je hermitski operator S zadat sa obilni:
diferencijalnim izrazom sa rubnim uslovima,.skup D[5] je odreden
glavnim granic¢nim uslovima, vidi odjeljak 7, glava II ovog rada ili
[37,100] , [8,teorem 2.4] .

PRIMJEDBA 1.7. Neka je S hermitski operator u Hilbertovom
prostoru (3 ,(*,-)) 1 neka je O € Q(S) . Topologija na skupu
Ds]™ data je normom §§|S|1/2o|l. Iz nejednakosti

(=)l ¢ || IsM2x) 1is1M%r) (x5 < (8) )

slijedi da se skalarni produkt (S-+,:) moZe neprekidno profiriti
~ na skup D [s] , Tada je (D[S],(S+,-)) Kreinov prostor. Topologija
- na ovom Kreinovom prostoru odredena je normom IIISIl/2°[I. Dakle ona
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se podudara .sa topologijom na i)[s]ﬁd. Ovaj Kreinov prostor je
Pontrjaginov prostor sa indeksom 2t (vidi (47]) ako i samo ako se
negativni @io spektra operatora' S sastoji od kona¢no mnogo svoj-
stvenih vrijedﬁosti sa ukupnom viSestrukoséu 2 , U ovom sluleju
operator S je ogranicen odozdo, recimo S>> ¥{ , 1'p“ema korolaru 1.
slijedi da’ norma [ (s - aI)‘ /2 ol , za a< ¥, generlse topologiju
Pontrjaginovog prostora (D[S],(S-,* ) .

1.3. Ovdje razmatramo hermitski operator A u Kreinovom
prostoru. (JC,[},~]) takav da nula nije svojstvena vrijednost opera-
tora A i stavljamo B = JA , J fundanentalna simetrija Kreinovog
prostora X . Tada vrijede slijedece izjave,

(aé' Ako je operator BJB definisan na gustom podskupu pros-
tora K ,tada je taj operator hermitski u Hilbertovom prostoru
(x,(, -)) ako i samo ako operatori B -1 + aiBJ imaju ogranidene
inverzne operatore za neko (a time 1 za svako) aG:HI.

(b) Rezolventni skup Q(JB ) nije prazan ako i samo ako

operator B'1 + aiJB ima ogranilen inverzni operator za neko (a time
|4 za svako) a€ R , ]

Primijetimo da su operatori B™! + aiBJ definisani na skupu
BOD(BJIB) . Da bi dokazali ekvivalenciju (a) pretpostavimo prvo da je
operator BJB hermitski u (XK ,(:,¢)) . Tada operator I - aiBJB
ima ograniéen inverzni operator za svako .a< IR , Operator
B(I -~ aiBJ“B)"1 je kompuzicija ogranidenog operatora (I - aiEJB)-1
koji preslikava prostor X na D (BIB)S D(B) , i zatvorenog
operatora ‘B , Odavde slijedi da je operator B(I - aiBJB)'"1
zatvoren operator definisan na cijelom X , pa je taj operator i
ograniden, Iako se vidi da je operator B(I - aiBTB)"l inverzni
operator operatora B'1 ~ aiBJ . Pretpostavimo sada obrnuto, da
operatori l'* aiBJ imaju ogranicene inverzne operatore za neko
a€ IR, Tada su operator:i B'l(B'l:t aiBJ)'l zatvoreni operatori
definisani na cijelom X , pa su to i ogranideni operatori. Ovi
operatori su inverzni operatori operatora I * aiBJB . Zbog toga
Je simetrian operator BJB hermitski u Hilbertovom prostoru
(jco("’)) _

' Dokaz ekvivalencije (b) koristi istu ideju kao dokaz
ekvivalencije (a).

LEMA 1.8, Neka je A definitibilan operator u Kreinovom
prostoru X , takav da nula nije svojstvena vrijednost operatora
A . Stavimo B = JA . Ako je IR f\Q(B) # @ , onda za bilo koji
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1pozitivan cio broj m operator JBem ima neprazan rezolventni skup.
’ -DOKAZ, Prvo éemo dokazati tvrdnju leme za m = 1, Neka je
1/b realan broj u §>(B). Spektar operatora A van realne prave
sastoji se od konadnog broja talaka. Zbog toga moZemo izabrati
realan broj a # O takav da -ai, ai, i/ab € Q(A) .
l. Broj a izabrali smo tako da operatoi

(A - aiI)(A + ail) = A® + a°1I

2

ima ogranilen inverzni operator, tj. -a” € Q(Az)

o Odavde slijedi
da Jje simetricdan operchcr A2 + a1 hermitski operator u Kreinovom
prostoru KX , Dakle, operator A2

Koi operétor BJB = JA je hermitski u Hilbertovom prostoru

Jje hermitski u Kreinovom prostoru

(<4(*y*)) « Prema exvivalenciji (a) operator Bl _ 2iRJ ima
ograniden inverzni operator. Dokazalemo da je operator B 1 - aiBJd
gusto definisan., Operator BJ = JAJ Jje'definitibilan u Kreinovom
prostoru X, Stvarno, BJ Jje hermitski operator u (XK,[,-]) ,
on ima isti definitizirajuéi polinom kao i A i §(JAT) = ©(A) £
Podto operator BJ ima inverzni operator, skup D(BJ) N R(BJI)
= D (B! - aiBJ) je gust u K i B~1 - aiBJ je gusto definisan
operator sa ogranic¢enim inverznim operatorom. '

2., Prema izboru brojeva a i b operator

i -1 _ [ .
(JB + =5 I)(bB I) = bJ - JB + =B =

ima ogranifen inverzni operator, pa je zbog toga zatvoren,

Slijedi da je operator %B-l - JB , a zbog toga i operator
-1 . aidB, zatvoren, Uporedujuéi odgovarajuée domenz vidimo da .

vrijedi
B N1 + aiBiB) € B! + aigB .
Odavde jJe

R(B™L 4 aidB) > R(B™H(I + aiBJB)) = D(B) .

Vidimo da je operator Bt

+ aidB gusto definisan, zatvoren operato:
i da on ima gust rang.

3. Vrijedi
-1 . e . *
B~ + aidB € (B™~ - aiBJ) , (1.!

gdje * oznadava adjungovanje operatora u Hilbertovom prostoru
- (3¢ (+4+)) . Prema prvom koraku ovog dokaza operator na desnoj stran:
relacije (1.5) ima ograniden inverzni operator, pa vrijedi

8P Y > RIS -t U, . (1 ¢
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Prema drugom koraku ovog dokaza operator na lijevoj étrani relacije
(1.6) Jje gusto definisan i zatvoren, Zbog toga u (1.6) (a time

i u (1.5)) vrijedi znak jednakosti i operator B! + aidB ime
‘ograniden inverzni operator.

Ekvivalencija (b) povlali da je §>(JB2) £ % ., Dakle, lema
je dokazana za m =1 . Ako je m>1 , dovoljno je primijeniti ved
dokazanu ¢injenicu m puta. Lema je dokazana., |

Na slidan nadin pokazalemo da ako je B hermitski inverti-
bilan operator u Hilbertovom prostoru (XK,(:,*)) takav da je
BN R £¢ i §>(JB2) # @ , onda je BJB bermitski operatcr u
|Hilbertovom prostoru (J¢,(+,*)) &

Ovaj rezultat je poboljSanje leme 3.1 iz [44 gdje e za

pozitivan pperator 3 dokazano da Jje zatvorenje operatora EIB
hermitski Bperator.
Da bi dokazali navedenu tvrdnju primijetimo da su operatori
B!+ aiBJ , za bilo koji a € 1R , zatvoreni operatori sa gustim
. rangovima, Stvarno, za b € ?(B)f\]R operator 7t - pir ima
ogranilen inverzni operator, pa su operatori

(81 - b"11)(baiBs ¥ I) = b~ laid - aiBs T 371 & b1
zatvoreni. Zbog toga su i operatori B—l:t aiBJ =zatvoreni.
Operator B2J je pozitivan operator u Kreirovonm
(30,10 i §(B%3) = ¢(IB%) # ¢ pa za bilo koje &
vrijedi ai € ?(BeJ) . S obzirom na inkluzije
Bl aiBJ 2 B” (I + aiB2J)

odavde slijedi da operatori »B"l T aiBJ imaju guste rangove,
Imamo da je '

- - *
B l+ aiBs < (871 7 aidB) . (1.7

Prema ekvi@aleﬂciji (t) operatori na lijevoj strani inkluzije (1.7)
imaju ogranilene inverzne coperatore i vrijedi
-1 -
- - - *

(871t aiBs)~l < (8713 aig) . (1.8
Prema prethodnim razmatranjima operatori na lijevoj strari inkluzije
(1.8) su definisani na cijelom < . Zbog toga u relaciji (1.8) (a tim
iu (1.7)) vrijedi znak jednakosti, Dakle operatori B'l:t aiBJ
imaju ogranidene inverzne operatore, Ekvivalencija (a) povladi da je
BJB hermitski operator u (X,(*,*)) .
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I1.2. Pozitivni operatori

: 2.1. U cvom odjeljku razmatramo pozitivan operator A wu
Kreinovom prostoru (X% ,[+,]) takav da 0 € ¢(4) . Tada vrijedi

o, = (3ax,x) 2 @)L = = AR x eD(a) )

i
(X,F)Ai = EAX,,‘)T] (x,5 € O(A) ) |

definife pozitivno definitan skalarni produkt na X(A) . Odgovaraju-
¢u normu H(JA)l/g-{l oznadiéemo sa ||t|h . Kao i u rrimjedbi 1.7
skalarni produkt (f,')A mo%e se neprekidno proSiriti na D [J4
i (JD[JA],(-,~)A) je Hilbertov prostor.

PRIMJEDBA 2.1, Operator A—lla‘D‘ETA] preslikava & [JA] u
D(A) € D [JA i taj operator je ograniden hermitski operator u
Hilbertovom prostoru (JD[JA],(',')A) . Posljednja tvrdnja slijedi
iz relacija

'(A_lxsy)A = [AA—lstJ = [A—le’y]
.= [Aon-lyJ = (X’A-ly)A ( X,y GV"D(A) ) ’
I(A;lx,x)A[ = l[k,x]l £ (x;x)

<A™ ax,x) = AT (2,3, (xedn)) .

Slijedela lema Jje jednostavna posljedica Krein-Reid-Laxovog
teorema o simetrizabilnim operatorima (vidi (3], [57}, (50]).

LEMA 2,2,. Neka su S i K ograniceni operatori u Hilberto-
vom prostoru (J€ ,(-,-)) takvi da su S 41 SK hermitski operatori.
Tada vrijedi

| (Skx,x)| < K| (|S]x,x). (xe®).

DOKAZ, Operator sgn(S)XK Jje ograniden u Hilbertovom prostom
# i lsgn(8)KI<IKN . Operator]s| je nenegativan i |3|sgn(S)K = SK ¢
hermitski operator u # ., Dakle sve pretpostavke teorema 2.1 iz [E?]
su zadovoljene, pa slijedi

\(SKx,x)i = i(lSlsgn(S)Kx,x)lé]\K“ (1slx,x) (xe R),
Lema je dokazana,

LEMA 2,3, Neka je A pozitivan operator u Kreinovom prostort
(JC,[',']) i 0€9Q(A) , Pretpostavimo da postoji pozitivan operator
W u Kreinovom pvrostoru J< takav da O0€ Q@ (W)



17

oZ)/[JA] S D) , WAl € DA

. " Y
i takav da je operator W LZ) T4 ograniden u [7A]l " . Tada Jje na
D [JA] norma gensrisana pozitivno definitnim skalarnim produktom

<xyxpi= (1471 FY LRI N ( x,y€Dlgal ) (2.1

ekvivalentna sa normom |- | na Kreinovom prostoru K, Operator W

je ograniden u Kreinovom prostoru K,

DOKAZ, Operator A TA] Jje ogranlcen hermltskl capera#'c)1
u Hilbertovom prostoru rJ1§] g DIV Y IQ [74] |  oznalava
apsolutnu vrijednost ovog operatora u tom Hilbertovem prostoru.

Za xeo‘D[J.ﬂ vrijedi

112 = (xyx) € WL (wx,x] = W71 (A-IWI’X)A

<L |yl (&Y gyl =m0,

= I_\W‘lll | w I:D [74) I <x;x>A . (2.2

Posljednja nejednakost u (2.2) je posljedica leme 2,2 primijenjene
na ogranicene operatore a1l @DA] i W IDD[JA] u Hilbertovom
prostoru (D DA] (+4°),) . Ovdje je koriStena Einjenica da je
operator (A~ L-I)[JA] )(w IoZ) [74] ) - pozitivan u Hilbertovom
prostoru (éD[JA] D) ) (vidi prvi red u (2.2)). Dalje, =za

x €D [Jal vrl,jedl

{X,x), = sup { l<x,5’>A|2 P LTIy € 1}

sup {I(IA'II‘,D[JA]lx,y)A]2 LG 2% PIRRS 1}

sup {|(471x,5),12 ¢ <37, ¢ 1]

sup {Iy[x,y]l <y,y>A 1}

supe { | B,77]% 1P < VIV | gl

I (ol 0P - - @3

Prema (2.2) i .,(2.3) skalarni produkti <-,->A i (-,°) generisu
na <O [JA] ekvivalentne norme. Operator JW Jje pozitivan u Hilber-
tovom prostoru (K,(-,-)) i nejednakosti (2.2) i (2.%) povlade

da Jje operator JW ograniden u Hilbertovom prostoru (JF(C,(*,°)) .
Ovdje se koristi &injenica da je skup O (A) gust u prostoru X .

I\ L} 1]
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Operator W Jje takode ogranilen. Ovim. je dokaz leme zavrSen.
; Primijetimo da je u [6] i [32], sa ciljem da se dokaZe kom-
‘bletnOSt naipolovini ranga; ekvivalentnostknirmi iz leme 2.4 dokaza-
na drugim metodama za sludaj Sturm-Liouville-ovog operatora sa indefi.
‘nitnom te¥inskom funkcijom. ) ‘ o
U daljem za fundamentalnu simetriju J stavljamo

P, :=%(IiJ) , K= Pi_..7<,

Za operator A u Kreihovqm prostoru X kaZemo da jJe
fundamentalno reducibilan ako postoji fundamentalna simetrija J
takva da za svako x eD(A) vrijedi Px,PxeD(A) i ARxE Ky

Slijedeéa karakterizacija fundamentalne reducibilnosti
sadrZana je u [19].

LEMA 2.4, Slijedeée izjave su ekvivalentne.

(i) Operator A Je fundamentalno reducibilan.

(ii) Postoji fundamentalna simetrija J takva da je
AP, 2 PA i AP_2 P.A. | ‘

(iii) Postoji fundamentalna simetrija J +takva da vrijedi
AT = JA . |

Za operator A u Hilbertovom prostoru (#,(*,-)) kaZemo
da je slidan hermitskom operatoru u (¢ ,(*,*)) ako posteji pozi-
tivan skalarni produkt (+,-)° na 32 takav da skalarni produkii
~(+y°)" 1 (-,+) generiSu na 32 ekvivalentne norme i operator A
- Je hermitski u Hilbertovom prostoru (F,(-,*)") . Slijedeéi teorem
Je osnovni rezultat ovog odjeljka.

TEOREM 2.5. Neka je A pozitivan operator u Kreinocvom
prostoru GJQ,D,-]) i O e(g(A) o Slijedeée izjave su ekvivalentne,

(i) A je fundamentalno reducibilan,

(ii) U Kreinovom prostoru (F,[-,*]) pestoji pozitivan
operator W takav da je 0O € g(w) ,

D(A) & DW) , WD(A) € D(4) , (2.4,
i wlsb(A) je ograniden operator u J(A)", |

(iii) U Kreinovom prostoru (X,[-,*]) postoji pozitivan
ogranilen operator W takav.da O€ P(W) i vrijedi (2.4).

(iv) U Kreinovom prostoru (X,[,*]) postoji pozitivan
operator W takav da je O € Q(W), |

D[TA] S DW) , wDIal € DA ,
i leD[JA] je ograniden operatqf u DFAT.
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(v) Pozitivno definitni skalarni produkti <-,->,

i (+,-) generi3u ekvivalentne norme na O [Ji] _
(vi) . A je slian hermitskom operatoru u Eilbertcvom

prostoru (K ,(,°))

(vii) Talka beskonadno nije singularna kriticna tadka

operatora A .

DOKAZ, (i) = (ii): Neka je operator A fundamentalinc
reducibilan. Tada, prema. lemi 2.4 postoji fundamentalna simetrija
J, koja komutira sa A , AJ = J A . Ofigledno J o 0(4) € D (4)

o )

i operator. J, Je ograniéen s obzirom na normu | - “A* A Prema
propozlcljz 1.1 norma |- IIAJ A generiSe na D (A) topo“o i

skupa JD(A)“ Dakle, o'JD(A) je ogranilen operator u D (A )”‘,

pa moZemo uzeti W = Jo u izjavi (ii) ,

(ii) = (iii): 72 bi dokazali ovu implikaciju, primijenimo
lemu 2,3 na operator AJA i operator W iz izjave (ii). Operztcr
AJA Je pozitivan operator u Kreinovom prostoru XK i 0 € Q(AJA) i
prema primjedbi 1.4 vrijedi JD[IJA)E] = D[IAIn)] = D) .

Dakle sve pretpostavke leme 2.3 su ispunjene i prema ovoj lemi
operator W je ogranifen u Kreinovom prostoru XK ', |

(iii) = (iv): Operator wa™L je ograniden u K , Buduéi da
je WD(A) S D(A) , operator AwA™L je definisan ne cijelom X
i zatvoren, te zbog toga i ograniéen u X ., Operator wawa™1 Je
takode ograniden u X , odnosno

|IWEWA_1x“ ¢ eqllx|l (xeX i
-za neko ¢y > 0 ., Ova nejednakost je ekvivalentna sa
| )l wawix || < ey liAx | (xeDM)) ,
i takode sd _
[lqwawx (| < eqllFaxll  (xeD(a) ) .

Operator c¢,JA Je pozitivan nermitski.operator u (JC )
Operator JWAW Jje pozitivan u (J¢,(*,+)) i O€ Q(JWAW) pa je
ovaj operator i hermitski u(J% (*y-)) . Dalje je i)(JWAw):’JD(A)
=‘Z)(c1JA) Prema teoremu 1. 2 slijedi da je :

4 (JWAWx,x) < cl(JAx,x) (xeD(n) )
ili, 3to je isto, |

Cawx,uix] < cq [Ax;x] ( éem) )
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na K, pa je operator A~
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Ovim ;jé dokazano da Jje operator le)(A) ogranicen s obzirom na
normu || - “A na D (A) . Ostaje da se pokaZe da vrijedi

" WD[IA| € DA . Neka je (x_ ) niz elemenata skupa D (A) i x, —

po normi || . s » Tada x e D (T4, X, — X po normi 'l i, podto
je operator W ogranien, Wx, —= Wx po normi {1+l « Buduéi da je
operator WL@(A)' ograniden s obzirom na normu ||° HA na 0 (1) ,

niz (Wxn) je Cauchyjev niz s obzirom na normu ||.|, 1 zbog toga

Je i konvergentan u Banachovom prostoru (DDETA] ’“'“A) s tie
Wx —= ¥y, DO normi |-}, 2a neko ¥, € D[JA] . Odavde slijedi da

Wx_ —> y_ po normi |-l . Zbog toga je ¥, = wxe D [JA] . Ovim
je dokazano WD[JA] € D[Ia] .

(iv) = (v): Ova implikacija je posljedica leme 2.3.
(¥) = (vi): Pretpostavimo da skalarni produkti <,

i (+,") generidu ekvivalentne norme na. D [-_JA]. . Poito je skup
D [JA] gust u Hilbertovom prostoru (K,(-,-)) , skalarni produkt
<-,+>, moZe se neprekidno prodiriti na cijeli prostor K.

U primjedbi 2,1 pokazano je da Jje A—lloD[JA] hermitski operator

u Hilbertovom prostoru (D [JA]l,(+,),) . Na slidan nalin dokazuje

se da je A1 hermitski operator u Hilbertovom prostoru (K, ,<* »' 7,
Skalarni produkti <-,->, 1 (+,*) @generiSu ekvivalentne norme

§ 1 s1iZ%an hermitskom operatoru u Hilbher-

tovom prostoru (X,(*,-)) « Zbog toga je i operator A sliclan
heraitskom operatoru u Hilbertovom prostoru (K,(°,*)) .
Implikacija (vi) = (vii) je odigledna, Ekvivalencija )

- (1) <¢=>(vii) je dobro poznata (vidi [4]) . Teorem je dokazan,

U [32] dat je primjer operatora A za koga norme koje se
pojavljuju u izjavi (v) nisu ekvivalentne, Prema teoremu 2.5 ove
znaci o° € cs(A) . Primjeri pozitivnog operatora u Kreinovom
prostoru za koje je o= € ¢_(A) dati su ranije u (#2], [21] i [«]

KOROLAR 2.6. Neka su A i D pozitivni operatori u
Kreinovom prostoru XK takvi da je O € P(A), 0 € Gf(D) i
LD (A) =D (D) , Tada oo & cs(A)' ako i samo ako oo & cS(D) .

DOKAZ, Ova tvrdnja je posljedica ekvivalencije (iii) « (vi:
u teoremu 2,5 i pretpostavke D (A) = D(D) .

KOROLAR 2.7. Neka je operator A kao u teoremu 2,5.

{Operator A Jje fundamentalno reducibilan ako i samo ako postoji

-— - — M~ oo o~ N 2N
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| DOKAZ, Operator J = 2P+ - I jé pozitivan ogranicen
operator u Kreinovom prostoru X , O € ?(J) i iz P+13(A)‘§ D (4)
slijedi Jw0O(A) € D(A) . Sada implikacija (iii) = (i) iz
teorema 2,5 povladi da je uslov P+i)(A) SO (A) dovoljan za
fundamentalnu reducibilnost operatora A , Obrnuta tvrdnja Jje
oligledna, )

2.2, .LEMA 2.8, Neka je A pozitivan operator u Kreinovom
prostoru K , 0 €9(A) i neka je m proizvoljan cio broj, Stavimo
m
B = JA ,.-Tada oo & cs(A) ako i samo ako oo & c:s(~~TI32 ) .
, ~ DOKAZ., Pretpostavimo prvo da je m = 1 . Operator
JB2 < AJA éje pozitivan u Kreinovom prostoru K i 0 € Q(AJA) .
: (8%
U primjedbi 1.4 napomenuli smo da vrijedi oD (A)" =0 [J(aJa)] .
Zbog toga operator W iz izjave (ii) teorema 2.5 primijenjenog
na operator A ima iste osobine kao i operator W iz izjave (iv)
teorema 2.5 primijenjenog na operator AJA , Odavde slijedi da
oo lé‘cs(A), ako i samo ako ©° & cq(JBe) . MoZemo pretpostaviti
da je m# 0 , Sada dokxaz leme dobijamo ako upravo dokazanu &injeni-
cu primijenimo m puta. U sluédaju m > O polazimo od operatora A4,
a u slucaju m < O pol=zzimo od operatora J32 o

TEOREM 2,9. Ne¥a je A pozitivan operator u Kreinovom
prostoru K, 0€Q(4) i ‘ﬂ-é(0,+cn) o Stavimo B = JA .

Tada oo & c (A) ako i samo ako oo & c(JBY) .

DOKAZ, Pretpostavimo da oo é‘cS(A) . Implikacija (vii) = (
iz teorema 2.5 povladi da postoji pozitivan operator W u Kreinovem
prostoru I , takav da je O &€ Q(W) , '

D (L) SOW) , WD(A) € D(A) :

i wl&D(A) je ograniden operator s obzirom na nermu [,(B2 + 1)1/2. “
na 2 (A) . Cdavde s ijedi da je operator WIJ)(A) ograniden s

obzirom na normu ||B+|| na D (A) = D(B) . U dokazu impliikacije
(ii) = (iii) teorema 2.5 pokazano je da je W ograniden operator
u X , Prema teoremu 1.2 dqbijamo da vrijedi

WD (B¥) < .D (B%) (0 €< 1),
Dakle u Kreinovom prostoru JC postoji pozitivan ograniien operator

W takav da 0 € Q(W) i WD(IB) CDEBY) (0 €< .€1).
Po&to operator JBY ( M€ (0,+00) ) zadovoljava uslove teorema 2,5
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. . ' : : «
implikacija (iii) => (vii) istog teorema daje o° éEcs(JB )
(0 ¢% ¢ 1) . Dakle dokazali smo "samo ako" dio teorema za
M e(0,1) . Za M > 1 postoji pozitivan cio broj m takav da

je M/2m (1 . lema 2.8 povlali da o0 ¢ cS(JB2m) . PoSto je
- /2™ ¢ 1 mo¥emo primijeniti veé dokazani dio teorema 2.9 'na
“operator JB2m , Pa dobijamo da oo eécs(JB'“) (He(l,+02)) .

Time je "samo ako" dio teorema dokazan. Da bi dckazali i obrnuto
primijenimo veé dokazani ci. teorema na operator JB (€ (0,+00]
i broj 1/# € (0,+) , Tako dobijamo da oo ¢ c_(JB) povladi.
‘da oo & cs(JB) . Teorem je dokazan.

I.3. Definitibilni operatori

3.1. U ovom odjeljku dokazadlemo da su izjaﬁe (ii), (4iii),
(iv) i (vii) teorema 2.5 ekvivalentne i za definitibilan operator
A u Kreinovom prostoru & , Daéemo i neke primjene ovog rezultata.

LEMA 3.1. Neka je A definitibilan operator u Kreinovom
prostoru (J(,[-,-]) . Tada oo é‘cs(A) ako i samo ako
Joo & e (3C1TAT+ I . |

DOKAZ, Oznalimo spektralnu funkeiju operatora A sa E .,
Neka je A < IR takav da je IR\ A, kompaktan interval koji
sadryi u svojoj unutradnjosti sve konalne kritidne tuike operatora
A i nulu. Stavimo Ko := E(Dpo)XK . Pretpostavimo da oo¢€ cs(A) o
Operator éljzas ima ograniclen inverzni operator i ¢n Je pozitivan

operator u:.Kreinovom prostoru (~14n,[',-]) . Neka je Jo funda-
‘mentalna simetrija prostora X koJja komutira sa E(Q & ) .

Stavimo (x,y),:= [Jox,y] (x,yeX) i B, =J A, Tada je

JO(JZ fundamentalna simetrija Kreinovog prostora e i
. x '

operator B komutira sa E(\ o) « Operator B, %« je pozitivan

[1e]

i ima ograniden inverzni operator u Hilbertovom prostoru (Klea(+,*),

Vrijedi Bo‘ = |B o Slijedeée izjave su ekvivalentne:

(a) o0 g ecg(a) , (b) 00 ec (A JCoo) R (e¢) o ¢ CS(J°B°[:7<°°)

(@ @ € ol )], )y (&) % €c (@B + Dy ),
(1) e ec (I(1B) + 1)), (8) o ec (I(IB] + 1)) .

Ekvivalencije (d)<=(e) i (£)<>(g) su posljedice korolara 2.6,
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ostale ekvivalencije su oligledne., Ovim Jje lema.dokazana.
Slijedeéi teorem je posljedica leme 3.1, primjedbe 1.4 1
teorema 2.5.

" TEOREM 3,2. Neka je A definitibilan operator u Kreinovom
prostoru (X, [:,:]) . Slijedeée izjave su ekvivalentne
_ (i) Tadka beskonadno nije singularna kfitiéna'taéka
joperatora A .

(ii) U Kreinovom prostoru (X,[{-,-]) postoji pozitivan
operator W takav da O € (W) , '

D(A) €S D(W) , WD) € D), | (3.1
i wli)(A) je ograniden operator u D (A)",
(iii) U Kreinovom prostoru (K, ,]) postoji pezitivan
ograniden éperator W takav da O € (W) i vrijedi (3.1) .

(iv) U Kreinovom prostoru (X,[-,:]) postoji pozitivan
operator W takav da O € (W) ,

DA € DMy, wdDEA €DBY ,
i WIJD[;A] je neprekidan operator u D [Ja]" . |
KOROLAR 3.3, Neka su A i D definitibilni operatori u’

Kreinovom prostoru X i pretpostavimo da je D (A) = D (D) .
Tada 00 & cS(A) ako i samo ako oo ¢ c (D) .

DO%AZ.; Ova tvrdnja je posljedica ekvivalencije (iii) & (i)
u teoremu 3.2 i pretpostavke D (A) = D (D) .

PRIMIEDBA 3.4, Neposredne posljedice prethocnog korclara -
- su SIijedeée tvrdnje. Neka su A i D operatori u Kreinovom
prostoru JC takvi da D(D) 2 D) (D (D) 2R (L), respekvivno )
i takvi da ‘su operatori A i A + D (DA, respektivno) definitibil-
ni. Tada o .& cs(A) ako i samo ako oo & cs(A + D)

(o0 & cs(DA), respektivno) .

PROPOZICIJA 3,5, Neka je A definitibilan cperator u
Kreinovom prostoru < , Slijedeée izjave su ekvivalentne,
(i) Tadka beskonadno nije singularna kriticna tacka
operatora A . . .
- (1i) U Xreinovom prostoru XK postdji pozitivan ograniden
operator W takav da 0EQMW i

W[4 € DA .
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DOKAZ., Na osncvu primjedbe 1.4 slijedi JD[JQ
= 0 (IJ(|TA] + I)l/e) . Prema tome izjava (ii) ove propozicije je
identidna sa izjavom (ii) teorema 2.5 primijenjenog na pozitivan
operator ;J(IJAI )1/2
- teoremu 2.5, da bi dokazall ovu propoziciju, dovolgno je dckazati
da oo & ¢ (J(IJAI + I)l/z) ako i samo ako o° & ¢ (A) . Posljednja
ekv1valenc1ga slijedi iz leme 2.8 koja daje oo é c (J(IJA} + t}/g)
ako i samo ako oo é‘cS(J(IJAl +I)) i leme 2.1 koga tvrdi
co ¢ cS(J(|JA| + I)) &ako i samo ako o ¢ cs(A) . Propozicija
Je dokazana.

, Prema ekvivalenciji (iii) <> (vii) u

KOROIAR 3,6, Neka su A i D definitibilni operatori
u Kreinovom prostoru J< . Pretpostavimo & [JA] = & [JD] . Tada
0o & cS(A} -ako i samo ako o ¢ c_(D)

DOKAZ. Ova tvrdnja je posljedica ekvivalencije u propozicij:
3.5 i pretpostavke XD WJA] = O [JD] .

PRIMJEDRA 3,7. Neka je A definitibilan operator u Kreino-
vom prostoru X ., Opisaéemo situaciju u kojoj je pretpostavka (ii)
propozicije 3.5 ispunjena. Pretpostavimo da postoje fundamentalna
simetrija J i operatori. X, , Y, definisani na XK sa
slijedeéim osobinama:
‘ (a) X:D[0A € D7), 1. D0A] < DA |
(b) X, i Y, su ogranideni operatori u XK ,

(C) Xi- . = Ii 9 Xi(x;)Q\K; )

(@) Xy =3Y,J .

Ovdije I (I; , respektivno) oznacava jedinilni operator na
K(IK4+, respektivno) . Tada operator W = Y X, - YX_ ima sve
osobine operatora W wu izjavi (ii) propozicije 3.5. Da bi ovo
dokazali treba dokazati samo da je operator W pozitivan u Kreinovo
prostoru XK i 0 € §>(w) Ovo slijedi iz slijedeceg niza nejed-
nakosti:

(x,%)

(x+,x )+ (x_,x_) = (X+ 4
(X+x,-+Jx) - (X_x,Y_Jx)
(JY+X+x,x) - (JY_X_x,x) = (J(Y+X+ - Y X )x,x)
(Jwx,x) = [Wx,x] (xe€e X, x,=Px)

X x+) + (X_x_,X_x_)

/A

Operatori X, , Y. sa gornjim osobinama konstruisani su u (6]
za jednu klasu. Sturm-Liouville-ovih operatora sa indefinitnom
teZinskom funkcijom. Ideja ove primjedbe koristi se u glavi III,
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odjeljak 3 da se dokaZe regularnost kritilne tadke beskonaéno za
. jednu klasu definitibilnih diferencijalnih -operatora sa indefinitnom
teZinskom funkcijom (vidjeti takode [10]) .

| PRIMJEDBA 3.8. Neka je u Hilbertovom prostoru (I,(-,-))
dat simetrilan operator S koji je ogranien odozdo sa donjim
~ogranidenjem y . Tada ;ednakost :

1xlie i« (1 =) uxi® + (5x,%) (x eD(S) )

definiSe nérmu na D (8) (vidi [60, s.122) ). Oznadi.o sa Sp
Friedrichsévo proSirenje operatora S i pretpostavimo da je opera-
tor JSp definitibilan u Kreinovom prostoru (K,[+,-]) . Pretpos-

“tavimo da & Kreinovom prostoru K pccotoji pozitivan operator W
takav da © < o) ,
Q(S) S DW) , WD(S) € D(S)

i takav da je leD(S) ograniden operator s obzirom na normu ]i'”s .

Tada o # c_(JSp) .
Stvarno, kompletizacija skupa <D(S) s obzirom na normu
lblg je odigledno sadrZana u LD (W) i ta kompletizacija je invari-
Jantna u odnosu na. W , Ova kompletizacija podudara se sa skupom
QD[SF] (viditi[37, dio I, teorem 10] ) . Norma h-ll, moZe se

proSiriti na skup QD[SF], i za ovako profirenu nmormu li-ll; imemo

hxlg = (8p + (1 - x)I)l/ex I ( x€d ESF] ) (3.2)
i W je ogranien operator s obzirom na ovu normu, Propczi~°
D [S5]

o v . W . .l (\J
cija 1.1 povlali da norma (3.2) generiSe topologiju skupa QDESF] .
Prema teoremu 3.2 slijedl da oo ¢ cS(JSF) .

Oznalimo sa SK Ereinovo proSirenje operatora S (to je

- meko proSirenje u terminologiji iz [37]) . Pretpostavimo da je
operator JSK definitibilan.u Kreinovom prostoru A i da je

¥ > o0 .- Ako. je operator W , pored ranije navedenih osobina, jo3 i
ogranilen i vrijedi '

WR(Is) € R (¢8) ,
tada o0 £ ¢ (IS¢) .

| Da bi dokazali ovu &injenicu primijetimo da prema
teoremu 14 iz [37, dio I] imamo
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Dlsd = Disy] + N, ,

' Lk SRR
gdje Jje szo nulpotprostor operatora S  Skup JVO je invarijan-
tan u odndsu na W , Stvarno, za svako xeD(8) peostoji x" el (8)
tako da je WJSx = JSx’ . Zbog toga za ¥ € VVO Aimamo

(S*W'\O,x) = (We,5x) = [We,I8x] = [p,WISx]
= [y,38x7] = (9,8x") = (8%¢,x") = 0 .

Po§to je x €D(S) bilo proizvoljno i D (S) je gust skup v K
zakljudujemo da Wy € No' Ranije smo dokazali da Je skup @[SF]

invarijantan u odnosu na W , Slijedi da je i skup D [S¢] invari-

jantan u @dnosu na pozitivan, ogranilen operator W , O €Q (W) ,
pa na osnc}vu propozicije 3,5 slijedi oo ¢ cS(JSK) N '

3.2, Slijedeéi teorem je poopsStenje teorema 2,9,

TEOREM 3.9. Neka je A nepnegativan hermitski operator u
Kreinovom prostoru X takav da je (A) # 3 ., Stavimo B = JA ,
Ako je p € (O,+00) takav da Q(JB" ) # @ onda oo ¢ c (L) ako
i samo ako o0 ¢ cs(JB’U“) .

.DOKAZ, Pretpostavimo da je ?(JB’M) £ @ za neki
M € (0,+400) , U ovom sludaju operator JB* je definitibilan,
Prema jednakosti (1.4) imamo <D ((I + B)Y ' ) = D (BX) i, na osnovu
korolara 3,3, «© & ¢ (J(B + I)’u ) - ako i samo ako ¢ & cs(JB’“) .
Teorem 2,9 povladi. da 0o & ¢ (J(B + I)*) ako i samo ako
0 & ¢ s(I(B + I)) . Podto je operator A definitibilan,prema
lemi 3.1 imamo da o & ¢ (J(B + I)) ako i samo ako oo & cs(A)
Ove ekv1valenclge dokazuau teoren,

Prema lemi 1.8 uslov © (JB™) £ @ u teoreru 3 9 je ispu-
njen za wm= 20 , m pozitivan cio broj.

'PROPOZICIJA 3,10, Neka je A definitibilan operator u
Kreinovom prostoru X , Stavimo- - B = JA ., Pretpostavimo da je za
neko me€ {n,l/(2n+l) tn = 1,2,000 } operator - JB® definitibilan,
Tada oo & cs(A) ako i samo ako ©° f'cS(JBm) .

DOKAZ, Na osnavu leme 3,1 imamo oo & cg (A) ako i samo
ako ©0o eé‘c (J(IB| + I))  Teorem 2,9 povladi da Oo € c (J(IB] + 1)
ako i samo ako o &c (J(IBI + I, Vrlgedl

D (Bl + I)T) = ®(|B|m> =@(1Bm|> = @(B’“) . D (JB’“) .
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Prva od ovih jednakosti je posljedica jednakosti (1.4)., Po pretpos-
tavei propozicije operator JBT je definitibilan, pa korolar 3.3
~povladi 0o elcs(J(lBl + 1)) ako i samo ako oo ¢& cs(JBm) . Ovaj
niz ekvivalencija dokazuje propoziciju. ~

PROPOZICIJA 3,11, Neka Jje A pézitivang\hermitski cperator
u Kreinovom prostoru X takav da je ©Q(A) £ ¢ i O ¢-<5P(A)'°
Stavimo B = JA , Pretpostavimo da je. @(JB/A) £ @ za neXk
M € R\{O} . Tada je operator A fundamentalno reducidilan sko i
samo ako Jje operator JB" fundamentalno reducibilan.

DO?AZ. Operatori A, A'l, JB” i JB™  su pozitivni
hermitski bperatori u Kreinovom prostoru X i ovi operatori imaju
neprazne réezolventne skupove. Zbog toga samo O i oo rpogu biti
kriti¢ne tacke ovih orerstcra. Za A > O , prema tecremv 3.9
imamo da oo & cS(A) ako i samo ako 00 & cS(JB"“) » Dalje,

1

0 ¢ c (4) ako i samo ako 00 & c (A™) . Zbog A1 = J(3B713) 1

(3871 - g5 , prema teoremu 3,9 imamo da 00 é?cs(Amz) sko

i samo ako oo & c (B™*“J) . Poito je (B )7l - 3B  zakljudu-
jemo da O ¢icS(A) ako i samo ako O ¢?cS(JB/4) » Dakle, za M >0
dokazali smo da  c (A) = # ako i samo ako cS(JBA4) =g . Za

A < 0 posljednja ekvivalencija slijedi iz skvivalencije :

cg(A) = ¢4§>CS(A-1) = ¢ . Za pozitivan hermitski operator D v
Kreinovom prostoru K za koji je Q(D) # ¢ , fundamentalna reduci-
bilnost je ekvivalentna sa cs(D) = @ (viditi[24]) . Propozicija
je dokazana, .

1.4, Aditivne ?érturbacije

U ovonm odjeljku pokazalemo da se regularnost kritiéne taclke
62 ocluvava pri izvjesnim "aditivnim" perturbacijama., Ovo pitanje
razmatrano Jje u [59], [24], [25]. Ovdje mi pretpostavljamo da
perturbirani operator ima definitibilno proSirenje i to nam omogulawe
da oslabimo uslove na perturbirajuéi operator.

Neka je A zatvoren operator u Kreinovom prostoru (X, (-, -]
Podprostor & domena O(A) nazivamo jezgro operatora A ako
je € gust skup u 2D (A) u odnosu na normu grafa na D (4) .

TEOREM 4,1, Neka je A definitibilan operator i neka jJe
D . simetrican operator u Kreinovom prostoru (x,[-4+1) . Pretposta-
vimo da su zadovoljeni slijedeédi uslovi: a '
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(1) D) € D) i D(D) je jezgro operatora |Ja|1/2 ;

(2) [Ax,x] » p Hx[[‘2 (xeD(A) ) zaneko Y€ R

‘1(tJ. operator JA je ograniden odozdo)

(3) Postoje &y, &5y (1, p52 0y (®1 <1 takvi da
- €4 ”x)|2 - (bl(lJAlx,x) < [Dx,x]
£ Ry \\x\\2 + (52(IJAlx,x) : (x € D(D) ) . (4.1,

Tada je.operator J(A + D) ograniden odozdo. Ako Friedrichsovo
proSirenje S ovog operatora ima osobinu da je operator T = JS
definitibilan, onda o0 & cs(A) ako i samo ako 0o & cs(T) .

DOKAZ, Tako se vidi da za « <Y , & € O vyrijedi
ne jednakost

(197l x,x) ¢ (JAx,x) - 2d;HxH2 (x eD) ). (4.2]

Lijeva nejednakost u (4.1) i nejednakost (4.2) povlale da za
x € DM i «<¥ , < 0 imamo

(J(A + D)x,x) » (JAx,x) - (bl(lJAlx,x) - L4 |lx|12
> (JAx,x) - (>1(JAx,x) + 2 _nxn2 - ocl‘||x||2
Y1 = ) +20y% - <) Ixif . (4.3)

Dakle operator J(A + D) je ogranilen odozdo u Hilbertovom prostoru
(X,(+,*)) . Ozna&imo donje ogranidenje ovog operatora sa & .
Oduzimajué?. (3HXH2 sy < S  od prvog i od treéeg &lana u nejedna~-
kosti (4.3), za x €D(D) , dobijamo

(J(A + D)x,x) - @ uxy® | :

> (1 - (L) (Jax,x) + (2 {bioC - ocyi - p) nxI® . (4.4)

Dalje, nejednakosti (4.4) i (4.2) , zbog 1 -, > 0, za
1 1 x €D (D) , daju

(J(A + D)x,x) - A HXH2 ' ”
2 (1= p) (aAlx,x) + (2 = <y = p) |x)I©

=(1-p;) n (lJAl + o ;_mél- b 1)1/2 x‘i‘? . | (4.5)

. Lijeva nejednakost u (4,1), za A < d p <Ky, x €0 (D) povladi

0 < (3(A + Dx,x) - (& I1x) !
< (ax,x) + B1TARD) + oy ixiP iy
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<1+ po) (IJAlx;XD +‘ (Cp - (D W
- (; L P |l (\JAI + -—21-:--(% I>l ° xue .

Norme sa desne strane u nejednakostima (4.5) i (4.6) su ekvivalen-

" (4.6)

‘tne sa normom | C]TA| + I)1/2.]| na O [JA] . Podto vrijedi
D [IA] = ég(lJAll/a) pretpostavka da je D (D) jezgrn operatora

|JA|1/2_ povladi da je skup o0 (D) gust u skupu JD(IJAll/e) s
obzirom na normu grafa. Prema propoziciji 1.1 slijedi da je skup
D(D) gust u DA™ . Sada nejednakosti (4.5) i (4.6) povlade
da Jje JD[BA] domen zatvorenja seskvilinearne forme [KA + D)',']
koja je definisana na D (D) (vidjeti [60, s.123]) .

Friedrichsovo proSirenje S operatora J(A + D) Jje ograni-
Ceno odozdo i domeni zatvorenja‘seskvilinearnih formi (J(A + D)°,*)
i (JS-+,+) se podudaraju. Na osnovu prethodnih razmatranja i
primjedbe 1.5 slijedi D [JA) = D IT] . PoSto je operator T
definitibilan, prema korolaru 3.6 imamo da ©° & cg (1) ako i samo
ako ©0 & cs(‘I‘) . Teorem je dokazan.

I.5. Karakterizacija skupa oD[JA] za definitibilan

operator A

Neka je A definitibilan operator u Kreinovom prostoru
(JK,[r,~])v sa spektralnom funkcijom E . Neka je B =JA i F
spektralna funkcija operatora B . Tada je D [B] = DA i kao

- 8to smo vidjeli u odjeljku 1 imamo D [B] = ZJ(IBII/E) . Odavde
slijedi da za f € X vrijedi fesO[JA] ako i samo ako

:gllld(Fxf,f) < +o0. U ovom odjeljku pokazaéemo da se analogna

karakterizacija skupa o0 (JA] moZe dati pomoéu spektralne funkeije
"E operatora A ., Stavimo ‘

Lo 1= {fekz za neku okolinu A, tadke oo vrijedi
| | {xalEars, 1] | <+ oo} .
A
; PROPOZICIJA 5,1. Neka je A pozitivan operator u Kreinovom
prostoru K i 0 € O(A) . Tada vrijedi
DA = L o

DOKAZ. Prvo édemo dokazati dAa -a Q'/\A e €1 / o mn meem
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£ €D[JA) . Slijedeéa karakterizacija skupa oO[JA] slijedi iz
primjedbe 1.5 : £ €D [JA] ako i samo ako postoji niz (\Qn) < D(a)
-takav da : .

a) ”Wn - fll— 0 (n — +99) |

b) [A(\Pn - ‘Pm)’kpn " LPm] — 0 (n’m "> +°°) °
‘B Y>> 0 sgtavimo ANy = (-9,9) ., Tada imamo '
Cate, = w00y - 9p) 2 DAEWD,) @) = Pp)0, = 9p]

(n,m = 1,2,000, \D>O) ®

Iz posljedﬁje nejednakosti i1 relacije b) slijedi da za & > O
postoji prirodan broj N(e) takav da

[AE(A\O (P = €p)s¥y - Ppd <€ (n,m > N(g), ¥>0) .

Posto je oﬁerator AE(Ay) 4 ¥ > O, ogranilen, ako m —> +00 ,
prema reladiji a), dobijamo

[AE@V) (9, - Do - £] <€ (n>N(),»>0) .
Stevijajuéi E(8,)f = £ ,v > 0, dobijamo | |
[AB@,) (o, - 27,0, - £59734€ (0 »N(8), ¥ >0) (5.

O8igledno je da vrijedi 9 (A) = XK i nulpotprostor operatora A
Jje trivijalan. Zbog toga prema teoremu 6.1(ii) iz‘[ﬁ7] imamo da je

g = SdE%g za sve g € HD(A) ., Prema tome lim Ecﬁg)g = 0 - za sve
m . . V=% 00
g € D(A) , ovdje je A° =IR\A . Dakle »
EAg,E(Ac)g] — O (9 — +00,g€D (4)) .
PoSto je (? ) € D (A) , za fiksiran prirodan broj ., n6'> N(&)
postoji reala? broj Y = Y (n,,&) =V () tgkav da
[Avn;,‘EAmﬁ)‘PnﬂJ <€ (Vv (e)) .
S obzirom na (5.1) odavde slijedi

[A(“Pno . f<v‘>)’LP _ f(\’>] - [AE(QS) (\Pn _ fl:V)),l‘Ph _ f("’)] +
(o] o] ’

o+ v[AE(A,) (¢, - <"’) v, - £97]
o 0

- BE@DT, 52 EG) (R, - D¢, - 1IKEvE =26 (V29,()) .
0 ‘ :

Iz posljednje nejednakosti slijedi
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[a(e€? - 22,297 - 2T ¢8e O, 2@ . (5.2

PoSto je, za k\>>/4>0 ,

LA - 2,27 - 2] - S AdlE; £, 1]
| ANAL |

ne jednakost (5,2) povladi
SralEe,f] oo
R

Tako smo dokazali D) €L o
Prije nego Sto nastavimo dckaz propozicije 5.1 napomenimo

da ako SdERx kdnvergira u M, onda SdEkx = x , Stvarno, ako
R R

stavimo y;=‘§dEﬁx , onda imamo
TR ;

1 -1

dEtx=A X o

aly - St-ldEty - St’ldEt(SdE)_x) Ve
R IR R R
Dakle y = x ,

Sada éemo dokazati xoo CDIA] . 2Z2a fefy s, Dz m i
'sa prethodno uvedenom notacijom, imamo '

[A(f<n> _ fqn>),f(n> _ f0n>]
= § 2alEy,2] — 0 (n,m —> +09) , (5.3
SNAL | |

Uolimo da (£ (m) < D) . Podto smo pretpostavili da 0 € ?(A) '
imamo

- N ,
[ax, %] 5 1Y ey (x€D()) .
Prema relabiji (5,3), odavde slijedi da je (f<n>) Cauchyjev niz -
s‘obzirom na normu I+W u J<, Prema tome SdElf konvergira u XK,
- R . > '
Na osnovu prethodne napomene vrijedi SdEAf =f 4, tj.
‘ IR
129 - g — 0 (n— +@) ., (5.4,

‘Frema karakterjzaciji skupa <O [JA] datoj na podetku ovog dokaza
iz relacija (5.3) i (5.4) slijedi f € DI[JA] . Propozicija
- je dokazana, : : '

- PRIMJEDBA 5.2, Na osnovu pecsljednjeg dijela dokaza propozi-
cije 5.1 imamo SdEAﬁ =f za sve f € D[JA] . Ovo je poboljSanje

tearema A.1 (ii) i» 871 0a aneratar A aa aanhinam 0O € O () .
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PRIMJEDBA 5,3, Vektorski prostor <O [JA] sa skalarnim

~ produktom ((JA)1/2-,(JA)1/2-) je Hilbertov prostor i ovaj skalarni
produkt se podudara sa skalarnim produktom [A’,-] na LD(A) . Za

£ € DIA] i niz (f<">) S O (A), definisan kao u dokazu propozicije
5.1, iz rehcija (5.3) i (5.4) slijedi da £
Hilbertovom prostoru &L [JA] . Zbog toga za svako f,g € O [J4)]
imamo

— f (n = +%) u

VAQ[E,£,€] = 1im §AdlEaf,e] = lim § Ad[E £ g <]
IR N> A n—>+2 A, '

= Un[ar™ g¥] - 1im (@)%Y, (3a)1/ %)

n-—.+m n-—b oo

- (@)Y 2, (303

TEOREM 5.4, Za definitibilan operator A vrijedi

D a] = Lo

DOKAZ, Neka je Aa» € IR tekav da je IR\ A, kompaktan
interval koji sadrzi u svojoj unutrasnjosti sve konalne kriticlne
tacke operatora A i nulu, Stavimo Koo := E(\, ) K . Operator

A ima ogranicen inverzni operator., U sluaju da

S R |
operator A ima definitizirajué¢i polinom parnog stepena prostor
(Jk;o,|[~,{] ) Jje Hilbertov prostor i jednakost D] = Lo
lako slijedi. U sludaju da operator A ima definitizirajué¢i polinom
neparnog stepena operator A, Jje pozitivan ili negativan operator
u Kreinovom prostoru (K, [+,-]) . Neka je J, fundamentalna
simetrija na J< koja komutira sa E(A,) . Tada je J

0| K
fundamentalna simetrija na XK, . Dekompozicija K = Ko#1 i e
redukuje operatore Joits |JOA] i ITOAIIJCM+ je ogranicen operator.

Ovd je ]JOAI oznalava apsolutnu vrijednost hermitskog operatora JOA
‘u Hilbertovom prostoru (J,(+,-)) , (x,5), = [I x,7] (x,7y€K) .
Zbog toga ista dekompozicija redukuje operator (lJoAl + I)l/2 ’
pa vrijedi
—L ¢
D (|3 a] + T2) o Z,.7 i DT A | /2)
Na osnovu primjedbe 1.4 i jednakosti (1.4) imamo iﬁ[ﬁoﬂ

=D ((1T 4] + D2y 1 D [T 4] =°©(|qu®{1/2) . Odavde slijedi

DA« KT DAL | (5.5
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Propozicija 5.1 povlacdi

DT A = {fe Ks IS;\dLEXf f]l <+oo}. (5.6,

Do

Iz jednakosti (5.5) i (5. 6) slijedi
D[JOAJ {fEJ{ \ Xd[E;f f]‘ < +oo}

Podto vrijedi O [JOA] = [JA] teorem je dokazan.
_ PRIMJEDBA 5.5. Iz primjedbe 5.2 i jednakosti’(5.5) slijedi
da za svako f € O [JA] vrijedi

E(Qo)f = JaEsf (5.7.
; Ao S .

| Napomenimo da ako je ©° regularna kriticna tacka definitibilnog
operatora A , jednakost (5.7) vrijedi za svako f & K .
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IT. DIFERENCIJAINI OPERATORI U HILBERTOVOM
PROSTORU 1°(a,b, |r|)

~

II.l1. Kvazi-diferencijalni izrazi na intervalu (a,b)

U daljem éemo razmatrati formalni diferencijalni izraz Yy,

e

2n--tog reda zadat na intervalu (a,b) , - {a d b £ + o0

£(2) = (-1 tPNH@) 4 (1) e(ER L) s,
SCO NN U A P (1.1)

dxY

Pretpostavljamo da ‘su koeficijenti PosPysee=9Py realne
izmjerive funkcije definisane na (a,b) i da su funkecije
'l/po,pl,..;,pn integrabilne na svakom kompaktnom podintervalu
intervala (a,b) . Pod ovim pretpostavkama nije moguée dati direktnu
definiciju za £(f) &ak i ako postoje svi izvodi funkcije £ do
2n-tog reda. Da bi dao definiciju za £(f) i pod ovako opS$tim
pretpostavkama o koeficijentima Krein [37] (vidi takode knjigu
Naimark [56, §15] ) je uveo kvazi-izvode funkcije f na slijedeéi
nadin

B
RS- (k = 1,2,000,0-1 ) ,
m 4 . m-1]
£ = Po dxf ’ oo
£ @*k]='pkf -k _ %if[n+k_ﬂ (k=1,2,000,0n ) o (1.2)

Sada definiSemo
L(f) := ¢ 2nl . (1.2)

Definicija (1.3) podudara se sa (1.1) u sludaju da
cc®(a,b) , k = 0,1,...,n .
Diferencijalni izraz £(f) na intervalu (a,b) ima smisla

pn -k

za neku funkeiju £ ako na intervalu (a,b) postoji kvazi-izvod

- funkcije f 2n-tog reda, a ovo je sludaj ako postoje svi kvazi-izvoed
funkecije f do, ukljudivo, (2n-l)-og reda i ako su oni apsolutno
neprekidne funkcije na svim kompaktnim podintervalima intervala (a.b
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Za ovakve funkcije f rekurzivnim formulama (1. 2) kvazi-izvod £

definisan je gotovo svuda na (a,b) .
VaZno je da formula parcijalne integracije vrijedi za
izraz £ . Naime, za k = l,...,n vrijedi

S P :
Sf ﬁl+k:lg*(n-k)dx . . h
o<
- S(Pkf [n-’k] g*(n—k) . ¢ Dk-1 gv(n-(k-l)))dx

o

[f f+k-1] gx(n-k)](z7
Fd .
Ovdje su funkcije f i g takve da izraz'/g za njih ima smisla
i e, (ﬂ je kompaktan podinterval intervala (a,b) . Uzastpna
" primjena gornje formule daje

p . .
Sf(f)g*dx = S - p.f(n-a)g*(n-a)dx
& j= J

-l Pn-3] _%(j-1) ¢
£ g , (1.4
leL jloc ~ '
i 6
¢ . .
Sfékg)*dx,= S n;paf(n-a) »(n-3) g5
& & J=
n
(J 1) %[2n—j] . ‘ - 1.5
-3k ]& . (1.5

Odavde slijedi Lagrangeova jednakost. A
- L : | | ,
L8 - &) = LlE.ef (1.6
~gdje Je, zd x € (a,b)

g 6o = 3 (e 1><x>g* Br-3 () - £ Brd (el D)

:U ovom radu prouéavamo spektralne osobine jednadine
£(£) ~Arf =0 na (a,p), - f (1.7

~gdje je r realna izmjeriva (teZinska) funkcija definisana na (a,b)
integrabilna na svakom kompaktnom podintervalu intervala (g,b) i

za koju pretpostavljamo da je indefinitna , tj. oba skupa

A+ = {xe(a,b): r(x)>0} i A= {xe(a,b): r(x)(O} imaju
‘pozitivnu Lebesguecsvu mjeru. :




36

Za problem (1l.7) kaZemo da je regularan ako je
- o0w{a<b<+oo 1i ako su funkecije l/po,pl,...,pn,r integrabil-~
ne na f[a,b] . Za rubnu tadku a (b, respektivno) prcblema (1.7)
kaZemo da je singularna ako je a = -oo (b = + 00, respektivno)"
ili bar Jedna od funkcija 1/p,sPpsece«sPpsT nijg_integrabilna
u okolini talke a (b, respektivno) .

11.2, Operator B

U ovoj glavi bavimo se diferencijalnim operatvorima koji su
u odgovarajuéem Hilbertovom prostoru pridruzeni kvazi~diferencija.
noj jednalini 2n-tog reda

L) - Ajrif =0 na (a,b) . (2.1,

PosSto je |r(x)|[»0 ( xE:(a,b)k) u ovoj glavi indefinitnost
tezinske funkcije r ne dolazi do izraZaja. Ovdje je od posebnog
interesa moguénost da teZinska funkcija |r| degeneriSe, tj. da
skup { x €e(a,b): r(x) = 0 } ima pozitivnu Lebesgueovu mjeru.
Prostor svih izmjerivih funkcija f definisanih na (a,b)

b
za koje je glfj2|r|dx<:+cn oznadimo sa IE?(a,b,lrI) . Ako pretpos-

tavimo da je
Ir(x)] > 0 za gotovo sve x € (a,b) , (2.2;

onda sa Lz(a,b,lrl) oznadimo prostor klasa ekvivalencije funkecija
gotovo svuda jednakih na (a,b) . Ovo je Hilbertov prostor i u .
njemu se jednadini (2.1) pod uslovom (2.2) mogu pridruZiti odrede-
ni simetri¥ni operatori. U specijalnom sludaju r(x) = 1 (xe (a,b))
ovo je uradeno u radovima Kreina [37] i Naimarka [56, Glava V] .
Slulaj kada tezinska funkcija zadovoljava uslov(2,2) razmatran je

u knjigama Weidmanl[60], Jérgens 27!, Jorgens, Rellich [24],
vidjeti takode Krein [57, Dio II, §]J]. U ovom slucaju maksimalan
diferencijalni operator B pridruzen jednadini (2.1) definife se
na slijedeéi nadin.,

Domen oD(B) sastoji se od funkcija,tj. klasa ekvivalencije
fE‘Lz(a,b,lrI) za koje diferencijalni izraz £ ima smisla na (a,b)
i za koje vrijedi jednakost £(f) = |r|g , za neko ge¢ Lz(a,b,[r|) .
Za f£eD(B) stavljamo Bf := g ako'je L (f) = IT|& .

Lako se vidi da je definicija ovog operatora korektna.

' Sludaj kada nenegativna teZinska funkecija degenerise
proudavali su Everitt. Kwong. Zettl [17] za resularnu {iedna&inm
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drugog reda, kao i Daho, Langer [14] uz drugacije pretpostavke o
‘koeficijentima Po i P, » 22 singularnu jednacinu drugog reda,

U daljim razmatranjima mi ¢emo iskoristiti neke ideje
iz B?] i [14] da bi jednadini (2.1), bez pretpostavke (2.2),
pridruzili izvjesne operatore., Napomenimo da vrijedi
?lrldx > 0, tj. teZinska funkcija |r| nije jednaka nuli gotovo
gvuda na (a,b)

Kao i u {17] iz vektorskog prostora funkcija imz(a,bgé;i)
izvodimo'Hllbertov prostor Lz(a b, Irl) kao skup klasa ekvivalencij:
funk013a 1z ]L (a,b,|r|); prvo definiSemo nula element O prostor:
I? (a,b,|r|) kao klasu

|7

{'f%é T2 (a,b,Irl): (rf)(x) = O za gotovo sve xe(a,b)]‘ s

a zatim i prostor La(a,b,[rl) kao faktorski prostor :
.H?(a,b,[rl)/o‘r' . Za klase ekvivalencije f,g € Lz(a,b,lrl) norma

i skalarni produkt su dati sa

b ~ bl\ B
£l = (glf|2|r|dx)1/2 ’ (f,g) := Sfé“lrldx ) (2.3
a

pri cemu je fer , 8¢g . Dokaz kompletnostl prostora L (a,byiry)
izvodi se na uobidajeni nadin i (12 (a ,byir}),(+,*)) je Hilbertov
prostor.

Ozhadimo sa uniju svih otvorenih podintervala A

intervala “(a,b) za koje je §S|r|dx = 0 ., Stavimo W’ = (a,b)\W.
Ako definiSemo mjeru i na (a,b) sa @A) = S Iridx , A izmjeri&
: A

podskup intervala (a,b) , onda imamo W’ = supp #& . Skup W je
o¢igledno otvoren podskup intervala (a,b) i vrijedi
r(x) = O za gotovo sve xe W . (2.4

Za bilo koji x € U’ i bilo koji otvoren interval A, A < (a,b)
koji sadrZi talku x imamo SAlrldx>O i prema tome m(ANW’)>0 .
gdje m oznalava Lebesgueovu mjeru na IR , Zbog tega, za bilo koji
skup D ,D<(a,b) , A-mjere nula skup W'\D je gust u W~.
Zaista, ovo slijedi iz &injenice da za bilo koji xelW’ i za bilo
- koji podinterval A intervala (a,b) =za koji xe A imamo
n((A\{x}) N (WAD))> 0 , Takode se lako vidi da = zatvoren skup W *

nema izolovanih tadaka,
Sada u Hilbertovom prostoru L2(a,b,]r|) definiSemo maksima-
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lan d1ferenc1aaln1 operator B pridruZen jednadini (2.1). Q
Domen JD(B) sastojli se od svih klasa ekvivalencije
fELa(a ,b,\ri) za koje postoji funkcija T ef takva da:

(2.A) postoje kvazi-izvodi 'f'['jJ sy J = 0,1,e00y2n~-% funkcije T
i oni su apsolutno neprekidne funkcije na_ kompaktaim '
" podintervalima intervala (a,b) , tj. diferencijalni izraz 4
ima smisla na (a,b) - za funkciju T ;
(2.B) jednakost
AE)(x) = Oirlg)(x) za gotovo sve x € (a,b)
vrijedi za neko geme(a,b,lrl) .

Jednakost u uslovu (2,B) i jednakost (2.4) povlale

(LT))(x) = 0 za gotovo sve xe W. _ (2.5)
LEVA 2.1, Klasa ekvivalencije O iz 12(a,b, |71)
pripada domenu 2 (B) . Jedina funkcija iz Op, koda zadovoljava

uslove (2.A i B) je nula funkcija (tj. funkcija identidki jednaka
nuli na (a,b))

DOKAZ, Jasno je da nula funkeija pripadS kKlasi Olr'l i da
ona zadovoljava uslove (2.,A i B), Dakle Olrléo‘b(B) . Da bi dokazsali
’drugu izjavu leme, neka je yé& O| Tl i pretpostavimo da funkcija y
zadovoljava uslove (2.A i B), tj. da diferencijalni izraz £ ina
smlsla za funkciju y i da vrijedi Jednakost e(y) |r|& 2za neko
éEJL (a,b,Irl) . Po3to je funkcija y neprekidna, imamo
y(x) = 0 (xe W) . Stvarno, ako pretpostavimo da za neko X € (1784 '
kvrlgedl : ly(x ) ‘>O , onda postoji otvoren interval A koji sadrz1
tadku x i £€> 0 takvi da je |y(x)|>5 (xehA) . Podto x ew'

o
i x,eA imamo |r|dx >0 ., Zbog toga

3 .
0= §]y|2[r|dx 2SA|y|2|r‘dx292 SA[r[dx>0'o

Kontradikecija! 7

Kao lokalno apsolutno neprekidna funkcija na (a,b) , funkci-
ja y ima izvod gotovo svuda na. (a,b) , Oznadimo sa 1 skup svih
talaka iz (a,b) u kojima funkcija y nema izvod. Po3to su
tadke skupa W'\D tadke nagomilavanja skupa W*, slijedi
y(x) = 0 (x WD) . Stvarno, za tacku xoe’W'\JD postoji niz
(x ), x4 e’ (xS} 2§ = 1,2,0.0 , takav da x; —» x_ (§ —>+0)
Vrlaedl y (x ) = lim (y(x ) - y(x ))/(x - x.) = O, Buduéi da je

J—r +o00 J

m®) = 0 , skup WD je gust u - W', pa neprekidnost funkcije y°
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povladi da je y’(x) = O .(x € W) ..Na slidan nadin se_pckazuje
da je (k)(x) =0 (xeW’, k = 2,...,0n-1) i da je »y(n)(x) =0
(xew \IDl) , pri Zemu je Dy
kome lokalno apsloutno neprekidna funkcija ¥y
Funkecija - ﬁﬂk = poy( n) je neprekidna na (a,b) . Buduéi da je
(p y(n )(x) = 0 (x €‘W'\D1) i skup ?ﬁ'¥m1 je gust u W’
imamo y[n (x) = (p y(n))(x) = 0 (xx €W) . Na slidan nadin
zaklauéu;emo da je y-—+K](x) =0 (xeW, kx = 0,1,00.,n-1) i
da Je

skup Lebesgueove mgere nula na

(n-1 nema izvod.

Pdix) -0 xewnpy, - (2.6)
gd;jeID2 oénaéava skup mjere nula na kome lokalno apsolutno napre-
kidna funk¢ija y[zn-l] nema izvod. Jednakosti (2.5) i (2.6) daju

@n:] (x) = ‘za gotovo sve x € (a,b) . (2.7)

Po§to funkc13a r nije.gotovo svuda jednaka nuli na (a,b)
imamo da je a(W)>0 , i specijalno W’ 40 . Za xoGiiﬂ” vrijedi

y[}fJ (x,) = 0 ( k = 0,1,00.,2n-1 ) . {2.8)‘

Na osnovu teorema 2 iz 56, §16]), iz relacija (2.7) i (2.8) slijedi
~da je funkeija y identidki jednaka nuli na (a,b) . Lema je
dokazana. |

KOROLAR 2.,2. Pretpostavimo da klasa ekvivalencije
' fEELe(a,b,Jrl) pripads skupu D (B) . Tada postoji jedinstvena
funkeija féif koja zadovoljava uslove (2.A i B) .

DOKAZ, Neka su ?1,T2€Ef i pretpostavimo da funkcije
7?1 i f2 zadovoljavaju uslove (2.A i B) . Tada vrijedi
?1 f2€<%rl i funkcija ?1 - f2 zadovoljava uslove (2.A i B)
Stvarno, oligledno je da diferencijalni izraz £ ima smisla za
funkeiju fl - f2 i de vrijedi Jednakost—e (f - f ) = 1rl(g- §2)
gotovo svuda na (a,b) , pri demu su §&; , g2€JL (a b,lrl) uakv1
da gotovo svuda na (a,b) vrijedi zE(fl) = lr\gl i «@(f ) = ir|é2 .
Lemg 2.1 povladi da je Tl - f2 O na (a,b) . '

U daljem, jedinstvenu funkeigju iz klase ekvivalencije fedDd
koja zadovoljava uslove (2.A i B) cznadavademo sa f . Preslikava-
nje fr— T ( £€D(B)) je linearno.

KOROLAR 2.3, Neka je £e€D(E) i neka su @,8,€T°(a,b,Ix
takvi da £L(F) - |rlg gotovo svuda na (a,b) , j = 1,2, Tada
funkcije gl i g2 prlﬂadaju istoj klasi ekv1va1enclge iz 1° (a,b,iT|

DOKAZ, Iz jednakosti £(F) = \rtéj - gotovo svuda na (a,b)
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j = 1,2 slijedi \r\(gl - g2) = O gotovo svuda na (a,b) , tj.
él - 826 O‘ P

Na osnovu korolara 2.3 mozemo definisati maksimalan diferen-
¢ijalni operator B pridruZen jednadini (2.1)

za f €D(B) stavljamo

Bf := g ako je ,f(f) = ‘rxg gotovo svuda na’ (a,b) i §€g .

O&igledno, ako gle,g , onda je /€(f) \r1§; gotovo svuda
na (a,b) .

PRIMJEDBA 2.4, Funkcije koje imaju razliéite vrijednosti
na skupu W suu izvjesnom smislu identificirane u prostoru
Lg(a,b,lrl) Zbog toge i leda da vrijednosti koef1c13enata Doseees
na skupu ﬁj nisu bitne za definiciju operatora B o« Ovo nije talno
jer za koeficijente koji se razlikuju od koeficijenata PosesesPp
samo na skupu (s jednakost u -uslovu (2.,B) ne mora biti zzdcvoljena
Dakle, domen .2)(5) zavisi od vrijednosti koeficijenata po,...,p
' na skupu w o« Vrijednosti koeficijenata PoseeesP, na 1 ne
utidéu na vrijednosti maksimalnog diferencijalnog operatora. Zaista,
neka su p, ,10°°°9Pq 1 realne funkcije definisane na (a,b) teakve
da su l/p ,1°P1 l,...,p ,1 lokalno integrabilne funkcije na (a,b)
i (p; = p. l)(x5 =0 za gotovo sve xe W~ s J=0,1,0.04n .

Jo
Ozna01mo sa

1 diferencijalni izraz deffglsan na (a,b) u cdnosu
na koeficijente po 1,...,p L1 Neka je B1 maksimalan diferenci-
jalni operator prdWrJLen Jedna01n1 £ (y) -Alrly = 0 na (a,b)

Pretpostavimo da ffEJD(B YND(B) Na slidan nadin kazo u lemi 2.1

" moZe se pokazati da je _
LT (x) = (£1())(x) za gotovo sve xeW’ .

Dakle za gGEBf i @léiﬁlf vrijedi \ri(g - él) = Oi g.Se. na (a, b
tj. Bf = Blf . ' ' ' _

Kao posljedicu leme 2.1 i korolara 2.2 i 2,3 dobili smo
da se maksimalan diferencijalni operator pridruZen jednaldini (2.1)
mo%e definisati bez pretpostavke IV u radovima [11, S.2.2.2.] i
[12, s8.313] , U stvari iz na$ih razmatranja slijedi da je ova pretpos
tavka uvijek ispunjena,

U odjeljcima 3, 4, 5 i 6 mi slijedimo razmatranja daia u
knjizi Naimarka (56, Glava V] koja se bave specijalnim slu&ajem
r(x) = 1 (x€ (a,b)) . Veéina tvrdnji datih ovdje dokazuje se na
sli¢an nalin kao odgovarajuée tvrdnje u [56] , U dokazima koji su
~dati ovdje pokazano je kako se postupa sa razllc1tost1ma koje nastaju

_—l a . PRUI. AV SRR 2 —2 AL 0
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Kao i u [56] uvodimo restrikciju ﬁo' operatora B na
- domen @(B ) koji se sastoji od svih klasa ekvivalencije reD (B
za. koje postoal kompaktan podinterval [ ,(53 (koji zavisi od
klase ekvivalencije f) intervala (a,b) takav da se funkcija ¥
ponistava van [«<,(] X '
| Za klase ekvivalencije féob(ﬁo) i heD(B) iz Lagran-
geove jednakosti (1.6) slijedi

(B£,n) - (£,Bn) = (&(T),B); - F,4E), =0, (2.9
pri gemu (-,-) oznadava skalarnl produkt definisan u £2°3), a
(-, )l skalarnJ. produkt u 1° (a,b,1) , tJ. (y,z)l s = Sy(‘c}z*(t)dt
a
Y42 € L2(a,;z>, 1) ., SpeCIJaan imamo
(B, £,m) = (£,B,0) ( £,0€D () . | (2.1

II1.3, Operator B u regularnom sludaju

U ovom odjeljku pretpostavljamo da je Jednac1na (2 1)
regularna na ]a b] . Neka je B restrikcija operatora ‘B na domen

DB = {ren®: T8 (a) « ¥ () = 0, x = 0,1,...,20-1]
Prema Lagrangeovoj jednakosti imamo '

(Bf,h) = (£,Bh) ( £€D(B), neD(RE) ), (3,1)

(Bf,n) = (£,Bn) (£,0€D@E) ) . (3.2)

LEMA 3.1. (vidite [11, lema 2.5.1], [56,817.3% lema 1] ) -
Pretpostavimo da je jednadina (2.1) regularna na [a,b] i da
|te Lz(a,b,lrl) . Jednadina Z(y) = |r|f , fecf ima rjeSenje h
takvo da heh €(B) ako i samo ako je (f,g) =0 za sve -

g€L2(a ,byir1) =za koje postoji geg takvo da je »@(g) o

'DOKAZ, Dokaz ove leme dat je uw [11] .

PRIMJEDBA 3.2, Neka je f rjeSenje jednadine £ (y)
Funkcn.;ja f je neprekidna na [a;b] , ba pripada prostoru
JL (a,b, Ir]) . Stavimo ’

]
o
.

M = {£€1°(a,b,Ir]): postoji Fef za koje je £() =01} .
Ovako definisan « je potprostor r-ostora I°(a,b,|r|) dimenzije
-2n, Da bi ovo dokazali primijetimo da je MED(B) i da su klase
ekv:.valencn;je 1,...,fk€oO(B) linearno nezavisne ako i samo ako
" su funkcije T1,...,f‘( linearno nezavisne, Posljednja izjava
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sllaedl Jer lema 2.1 povladi da je E:%gafa = 0., ako i samo ako
J—-

Z dbfj = O . Za f Gofi funkecija T je rjeSenje Jjednaline é?(y} = 0
J:

- Zbog toga Jje dimenzija potprostora M jednaka broju linearnc

nezavisnih rjeSenja jednaline ’e(y) = 0 koja pripadaju prostoru
E?(a,b,lrlj . Podto pretpostavljamo da je jednalina (2.1); a time
i jednaéina aé(y) = 0 regularna na [a, E], svako rdesenge jednacline
L(y) = je neprekidno na [a,b] , pa pripada prostoru 12 (a,b,irl)
Dakle, d1menz1aa potprostora M Jednaka je 2n .

Na ‘osnovu leme 3,1 1mqmo ' |

L2<a,b,{r|) = R(B® o M,
LEMA 3.3, ([56, §17.3 lema 2]) Za proizvoljne kompleksne
brojeve dlo,...,déq ro,...,ﬁan 1 postoji klasa ekvivalencije
fED(B) takva da je |

-f,[k] (a) =Xy, 7 k] (b) =(5k‘ s X = 041y00e42n-1 , (3.3)

DOKAZ Pretpostavimo prvo da je ‘ﬂk =0,k =0,1,...,2n~1 .
Neka je Zv y ¥ =1,2,...4,2n , fundamentalan sistem rgese 1ja
jedna&ine £ (y) = 0, za koji je

e O B S O B T PN I (3.4)

‘Funkcije 2, , ¥ = 1,...,2n su neprekidne na [a bl, pa one

pripadaju prostoru ILg(a,b,lr\). Neka su z,€ L‘(a b, \r\) takvi da

- 8,€2y, ¥ =1,...,2n i neka klasa ekvivalenclge fe1? (a,b,ir)
"zadovoljsva jednakosti

(£,2,) = =P5p (9 = 1,2,000yn-1,n )

(3.5}
(£,2z,) = ( ¥y=n+l,.0.42n-1,2n )

P2n-»

" Klasu ekvivalencije f sa osobinama (3.5) mo¥emo izabrati tako da

ona pripada potprostoru M. Zaista, ako stavimo f = T1Zqteect §onZs

‘onda uslov (3.5) postaje sistem ligearnih jednalina sa nepoznatim

'El,...,‘gan . Determinanta tog sistema je Grammova determinanta
linearno nezavisnih rjeSenja 21""’22n jednadine ff(y) =0,
dakle razlidita od nule,

Oznacdimo sa ¥ rjeSenje jednaline «e(y) Izl T koje
zadovoljava uslove

?[}ﬂ(a) =0 (k=20,1,...,20n-1 ) . - - (3.8)
Tada ¥.€ L°(a,b,irt) i S o
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?r[k](b) =(5k ( k = 0,1,.'..,2n—l) °
Zaista, éko stavimo Ge;veeLe(a,b,\r|) i pri&ijenimo Lagrangeovu
- jednakost dobijamo
(£,29) = (ImF,2,)) = B@,2,),
- (@, + [o,afl ) - B850 () (¥ =1,...,20). G
Iz relacijé (3.6) slijedi qﬁ,ﬁéﬂ(a) = O;’ Y = lycesy2n , a iz
relacija (3.4) slijedi '
[[‘G,ﬁv-ﬂ(rb) = - ‘GBn-»] (b) ( \) = 1,2,-..,11 ) 9
(%25 (o) - g o=yl () (v = n+l,ess,2n-1,2n ) .
Pored togé vrijedi «e(ﬁv) =0, Vv =1,4e.y2n , pa relacije (3.5)
i (3.7) daju | :
M@y - p (kX = 0,1,...,20-1)
. k = 9 9o, *

Na osnovu gornje konstrukcije je jasno da veD(B) i da je ¥ =v
Dakle, za klasu ekvivalencije V'GJD(ﬁ) vrijedi ‘

700y <0, @) - B, (x=0,1,...,2n1 )

Na isti naéin, zamjenjujuéi uloge tadaka a i b moZe se dobiti
klasa ekvivalencije w €D (Pﬁ) za koju Je

@ -a,, #Fm <0 (x=0,1,..,201) .

Klasa ekvivalencije f = v + w pripada domenu J3C§) i ona
zadevoljava uslov (3.3). Lema je dokazana,

PROPOZICIJA 3.4, ([11, propozicija 2.5.3],[56,817.3.111] ) -
Ako je jednadina (2.1) regularna na [a,b] onda je domen ) (B)
gust potprostor prostora Lg(a,b,lrl) .

DOKAZ., Dokaz ove propozicije dat je u [11],
-,

TEOREM 3,5, ([56, §l7 Teorem 1] ) Neka je jednadina (2.1)
regularna na [a,b] . Tada je B zatvoren simetrilan operator sa
indeksom defekta (2n,2n) . Opefator B je hermitski adjungiran

operatoru B s td. 8*= B .

DOKAZ. Prvo &emo dokazati da je B = B
povlacéi da je B < B*

g €0 (B*) , stavimo’ 8%z = n , Neka je 2 rjeSenje jednaline

|-

. Jednakost (3.1)
. Doka¥imo i obrnutu inkluziju. Neka je

‘e(y) ='|rlﬁ , gdje je. hen. ovo rjesSenje postoji na osnovu
‘[56, §16, teorem 2] . Ako je 1z € I?(a,b,|rl) takvo da zZez,
onda z€D (B) i ’ﬁ(z) = h ., %a bilo koju klasu ekvivalencije
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feo(b(i.é) imamo
(8,£) = (B%,1) = (g,8f)

Pored toga vrijedi

(8,£) = (Bz,f) = (z,Br) (£ €D(B)
Odavde slijedi da je h
(z - g,8f) = 0 (£€D(B))

tj. klasa ekvivalencije 2z - g Jje ortogonalna na @L(ﬁ) . Na osnovu
leme 3.1 slijedi z - g € M . Buduéi da je M €D (B) vrijedi
z - g eD(B) . Posto z €D (B) zakljudujemo da geD (B) . Stavise
B(z - g) = Oy tJ. Bg =Bz = h = B . x

Sada ¢emo dokazati Jednakost B =B" . Iz veé dokazane
jednakostf B = B* slijedi B 28 . Ostaje da se dokaZe 'ﬁ*@E B .
Inkluzija B c B povlaci 'E*Q ﬁ* , 8 zbog B=8" vrijedi BYc B
Neka je z€o®('§*) . Tada zGi)(’B’) i B'z = Bz o Fremsa definiciji
operatora . B , za bilo koje £ €2 (B) imamo

(g*z,f) = (z,gf) s, tJ. (gz,f) = (z,%f)

Primjenom Lagrangeove jednakosti dobijamo
(z,0) = [2,7(0) - [7,5f(a) + (z,50)

Iz posljednje dvije jednakosti slijedi o
[ri',?ﬂ(b) - @,ﬂ(a) =0 (£eD® ). (3.8

Prema lemi 3.3 moguce %; odabrati klasu ekvivalencije £ € D(B)
tako da vrijednosti 1(a),79 (b)), k¥ = 0,1,.0.,20-1 budu bilo |
koji unaprijed dati kompleksni brojevi. Zbog toga slijedi da Je
relacija (3.8) mogudéa samo ako je

Wy -zl )y -0 (k = 0,1,4..,20-1)
tj. samo ako Je z GaJ(B) Odavde, zbog B*c ﬁ', slijedi ﬁ*'C B
i jednakost B - B je dokazana. Ova jednakost, zajedno sa jednako3

¢u (3.2) , povla01 da Jje B zatvoren s1m§trlcan operator.

Sada éemo dokazati da operator B ima indeks defekta (2n,2
Neka je A kompleksan broj iz gornje poluravni., Prema definiciji,
prvi defektni broj operatora B je broj linearno nezavisnih
rjesenja jednaline ‘

~ ¥
By =Xy , |
tj. broj linearno nezavisnih rjesSenja jednaline

By =y .
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Na osnovu jedne izjave u prlmgedbl 3.2 ovaa broa Je Jednak broau 5

linearno nezavisnih rdesenaa jednadine y
e(y)==%lrly . | (3.

jer, kao i u primjedbi 3.2, sva rjeSenja ove jednaline pripadaju
prostoru E?(d‘;b', Jrl) ..U razmetranjima u knjizi [(56, §16.2 1 8§16,3]
izraz fe(y)f mo§e se zamijeniti izrazom L(y) - Airly- i svi tamo
navedeni rezultati i dalje vrijede., Da bi to dokazali potrevno je
samo definisati matri&nu funkeiju A(x) u relaciji (13), §l6.2

u [56] na nesto drugadiji nadin, Tada teorem 3 iz [56 §1é] povlacli
da jednacina (3.9) ima 2n linearno nezavisnih rje3enja, Dakle prvi
defektni broj operatora B jednak je 2n . Na isti nalin zakljudujem:
da Jje i drugi defektni broj operatora B jednak 2n s tj. da opera-
’ tor B ima indeks defekta (2n,2n)‘ Teorem je dokazan.

PRIMJEDBA 3.6, U ovoj primjedbi ne pretpostavljamo da je

. jedna¥ina (2.1) regularna na (a,b) . Neka je A = BL Gﬂ kompaktan
podinterval intervala (a,b) . Hilbertov prostor 1° (£ p,lr{) moZe
se smatrati potprostorom Hllbertovog prostora L2(a b,lr|) ako klas
ekv1va1en013e h € L2@£ G \r|) smatramo skupcm svih funk013a

h ¢ 1P (a,b,ir1) = takvih da je hlAG h i hX(a bNAS Ot E 2k, T

. Ovdje i ubudule )c(a,b)\éx oznacava funkciju jednaku l na
(aybNA 1 jednaku nula na A . Za klasu ekvivalencije g éI?(a,b,]r
anaéimo sa g, klasu ekvivalencije iz L2(&,G,\r\) koja se sasto]
od restrikdija na ‘A funkcija iz g . Diferencijalni izraz definisa
s obzirom na koeficijente PysPyseeespy DA intervalu A , kao u
odjeljku 1; oznadavalemo sa N Jednalina '

L(3) - Alriy =0 na [, (3]

je regularna. Operatore prldruzene ovoJ 3ednac1n1 u prostoru
1 (€ypy irl) oznacavacemo ‘sa BA, B

S0,4?
D (By) €D (B)

‘Zaista, prema definiciji domena <Z)(ﬁA) , za klasu ekvivalencije

]3A o U ovoj notaciji imamo

f‘EJJ(ﬁA) postoji funkcija T e€f za koju diferenc%falni izraz

42; ima smisla na intervalu & (tj. kvazi-izvodi f[k s kK = 0,1,...,42
- ~postoje i oni su apsolutno neprekidne funkcije na Eﬁ Fg ) , za koju
za neko B2€ T2 (%, ir1) vrijedi jednakost

4

A(f) = Ir)gl gotovo svuda na & ,
i takva da Je

= —- =
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-

" Podto .Z)(BA) smatramo potprostorom prostora L2(a,b‘,\r\) moZemo

uzetl da’ Je funkc1aa f jednaka nuli na (a,b)NA, Tada funkcija

T zadovol,java ‘uslove (2.4) i (2.B) pa f€D(B) ili, preciznije,

feoi)(_fz-) \ - |

~ PROPOZICIJA 3.7. ([56, §17 3, VII]) Operator B je
tj. B = (B yr o, g

0 9

o DOKAZ Oznac1mo zatvorenae operatora ﬁo sa ﬁo o Prema
teoremu 3, 5 1nklu21ja B c B povlaci B <B . Ostaje da se dokaZzZe
1nk1uz1aa BCB . Da bi dokazall ovu 1nk1u21¢)u uzmimo bilo koji
zatvoren podlnt@rval A = [gc,({] intervala (a,b) i bilo koje

h G@((ﬁ YY) . Tada vrijeds 4 :
| | ((ﬁ.o) h,t) = (h,3,1) (fed@Y ). | (3.10)

Zbog onQ (ﬁA) , oligledno je da skalarni produkti u jednakosti

(3.10) mogu biti izraZeni kao integrali nad A, tj. ovi skalarnl
produkti podudaraju se sa skalarnim produktom u prostoru L (c (3,\,,\)
kOJl oznalavamo sa (*9*)pn - Tada (3.10) glasi

zatvorenge operatora ‘B

BN, e ), = (g BAfA)A (£ cD(BL)
Odavde Je _ :
€D (B = D (BY o (3.11)
i
| ((B,Y'n), = Bba | | (3.12)

Relacija (3.12) vrijedi za bilo koji kompaktan podinterval A
intervala é(a,b) . Ako je A€ A, onda je 1_1:,_;, = bl,g (ovdje
znak - 1iznad klase ekvivalencije ima znadenje odredeno poslije
korolara 2;2)_. Odavde slijedi da postoji Jjedinstvena funkecija

- heh za k6ju diferencijalni izraz £ ima smisla na (a,b)
funkeiju h vrijedi f1| =h, i ’eA(hA) -/e(h)l

g€ (B ) h . Tada g’ € ((B )%h)A . 1z definicije operatora BA
i relacije (5 12) slijedi '
KA(BL) = !(1_‘1)|A = \r\é‘A gotovo svuda na A,

Posto posljednja jednakost vrijedi za bilo koji kompaktan podinterval
A intervala (a,b) zakljudujemo da vrijedi

»é(ﬁ) = |r|§ gotovb svuda na (a,b) .

| Buduéi da ée(B ) hC]L (a,b,Ir|) , vidimo da funkc1aa h zadovoljav:
uslov (2.B) . Dakle h GZ)(T?) i prema definiciji operatora B imama
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~ XK '
’Eh = (BO) h o
el . o A
Ov1m smo dokazali da je (Bo) <B, tj., prema teoremu 3,5,

: s aas B e * < e
(B ) cp* . Iz posljednje inkluzije slijedi Bé;(Bo)* . Propozicija
Jje dokazana.

~

II,4, Operator B u singularnom sludaju

PROPOZICIJTA 4,1, ([56, §17.4,II17, [11, propozicija 2.5.4])
Domen éD(ﬁé) je gust potprostor prostora L?(a,b,tr&)

‘ DOKAZ. Treba ¢a pokaZemo da za klasu ekvivalencije
| hGEL (a,b, \r\) koja je ortogonalna na iD(B ) vrijedi h = OI(‘
Neka je A;&=D£, ] bilo koji kompaktan podlnterval intervala (a,b)
Po3to, prema primjedbi 3.6, vrijedi JD(BA)._JD(B ) , klasa ekvivalen
cije h Je ortogonalna na i)(BCQ . Na osnovu propozicije 3.4 skup
D(B,) je gust u 1° (,Py171) , pa je klasa. ekv1va1enc13e h
ortogonalna na 12 (<, G,\r() u Hilbertovom prostoru 1° (a,b,ITl)
Odavde slijedi da za h &€h imamo

“(Irih)(x) = O =za gotovo sve x€A.

Po3to je I bilo koji kompaktan podinterval intervala (a,b) ,
dobi jamo '

(tr1h)(x) = O za gotovo sve xe(a,b) .

Dakle h = qu . Propozicija je dokazana.

; Iz relacije (2.10) i propoz1c13e 4,1 slijedi da je operator
ﬁo simetrian., Zbog toga operator B ima zatvorenje koje oznalavamo
sa B, Operator B je takode simetriéan. Prema propoziciji 3.7
ova d011n1c1ja operatora B u regularnom sluéaju se podudara sa

defln;claom operatora B datom u odjeljku 3,

TEOREM 4.2, ([=s, %17 teorem 2]) Operator B je zatvoren
simetridan operztor sa indeksom defekta (m,m) , O<&m4&2n . Operator
B Jje hermitski adjungiran operatoru B:

ﬁ*ag PY ) (L"ol

_ fDOKAZ. Na osnovu deflnlclae operatora_ B vrijedi B = (B))
pa treba dokazati (B)" - F . Imduzija BS(B,)* slijedi iz
relacije (2.9) , a inkluzija (B )‘:B je u stvarl dokazana u propo-
ziciji 3.7, Dakle vrijedi (4.1) .

Odredimo defektne brojeve operatora B . Neka je ){ komplek-
san broj iz gornje poluravni. Oznadimo sa m . prvi defektni broj
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operatora B . Po definiciji m Je broj linearno nezavisnih rje-
Senja jedna&ine

(BYt =2t ,
t3. jedna§ine ; .

| Br < Af . ~ ‘ (4.2)

iz definicije operatora B jednakost (4.2) je ekvivélentna sa

f(f) = AMrif gotovo svuda na (a,b) . (4.3)
Dakle broa m Jje jednak broju linearno nezavisnih rjeSenja jednadi-
ne (4.3)kkoaa pripadaju iE?(a,b,lr]) . Kao 3to smo vidjeli u dokazu

teorema 3.5 ovaj broj ne mofe biti veédi od 2n . Prema tome m¢2n .

PoSto su koeficijenti diferencijalnog izraza ¥ realni,funkeija =z

je rjeSenje jednadine (4.3) ako i samo ako je funkeija z¥ wjeSe-
_nje jednadine AL(y) = X irly na (a,b) . Podto zEJLa(a,b,\r\)

sko i samo ako z*éiLg(a,b,\rl) defektni brojevi operatora B su

Jednaki., Teorem Jje dokazan.

PROPOZICIJA 4.3. ([56, §17.4.I11]) Neka su f,gcD(B) .
{Tada postoje graniéne vrijednosti

LgFECo = [FEle 1 g e = [ o
i vrijeai ‘ ‘
(Bre) - L) - [ + 5,8 . (1)

DOKAZ., Primjenom Lagrangeove jednakosti na funkcije T i
g u 1nterva1u [, @] < (a,b) dobijamo .

S&f)s ax = [£,8](® - [F,8] +Sf€<g) ax . (4.5)
Prema deflnlClJl operatora B postoje funkclje ‘ué]L (a,b, 7))
takve da je L(F) = vt ,_e(g) |r|¥ g.s. na (a,b) . Ako je
ﬁeueLg(a,b,lm) i v€v6L (a,b,\rl) , onda

b
(u,g) = ir|8gax = Se('i")'é'*dx | C (4.6)
a ’ ‘ a . .
1 b b -
| (£,v) = §|r|fﬁ*dx = S z(8) dx . (4.7)
a : \ .

Odavde slijedi da 1ntegra11 u jednakosti (4. 5) konvergiraju kada
GO—b , pa llgﬂ?,gu(x) postoji. Na isti nadin iz jednakosti
(4.6) i (4.7) slijedi da integrali u (4.5) Xkonvergiraju kada
&-—ra., pa Jlmﬂi,ﬁH(X) postoji. Ako u jednakosti (4.5) d.—» a i
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"@~—b , prema (4. 6) i (4 7),na osnovu def1n1c1ae operatora B

dobljamo i
(Bf98>,

(u,g) = sf<f>g ax *

[FE® - 1,8 (a) ‘ §f£<§>*ax
a ~

fr,d o - [FE@ + @w
[F,8® - [58 e + ¢35 .

Propozicija je dokazana,

fl

PROPOZICIJTA 4.4, ([56, §17.4.IV]) Domen D(B) sastoji
se od svih klasa ekvivalencije ffii)(ﬁ) za koje je -
H?,fgﬂm - [F.El - (ged(®) ) . (.8)

-~

*
DOKAZ, Propoz1013a slijedi iz B = B i Jednakostl (4 4),

| PROPOZICIJA 4.5, ([56, §17.5.VI]) Neka je rubna talka a
1nterva1a (a, b) regularna i neka Je rubna tatka b singularna za
Jednac1nu (2.1) . U ovom sludaju domen JD(B) sastoji se od svih
klasa ekvivalencije £ €.0(B) za koje je
| 1) Ta) =0 (k = 0,1,...,20-1),

2) [f,g®) =o (ged® ).

PROPOZICIJA 4,6. ( [66, §17.5,VII]) Pod pretpostavkama
propozicije 4.5 indeks defekta operatora B je (mym) pri &emu

Je n<m¢2n .,

Dokazi propozicija 4.5 i 4,6 mogu se modelirati na osnovu
odgovarajuéih dokaza u [56, §17.5], koristeéi metod koriZten u
prethodnim dokazima ovog odjeljka.

PROPOZICIJA 4.7, Pretpostavimo da postoji kompaktan podin-
terval A = [« , (5] intervala (a,b) takav da je
r(x) = O za gotovo sve xe(a,b)\A. |

”~

 |Tada je §=BA,B=B - B

sa indeksom defekta (2n,2n) . 7
| DOKAZ., U skladu sa primjedbom 3,6 smatramo da je 1° (g 3y )
< L2(a,b,|r|) . Pretpostavka propozicije povladi da je 12 (&,@,\r\)
==L2(aéb,\r\) . Zaista, za h.GI?(a b,Irt) i hen vrijedi
E]AEIL (ot,(},\r\) 1 rﬁX(a BNAT 0 g.s. na (a,b) , t3.

hx‘(a b)\Aeo e1? (a byirl) . PI‘OStOI‘l' (L (oC,(b, \rﬂ (+, )A)

A 1 B je zatvoren hermitski operator

- (L (a,b A1), (,*)) su Jednakl kao Hilbertovi prostorl. Podto je
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jednadéina fh(y) ~ Alrly = O regularna na Bﬁ,cﬂ cperator B ’

je prema teoremu 3.5 zatvoren s1metr1can operator sa 1ndeksom defekt

(2n 2n) u Hilbertovom prostoru L Gi,P,\r\)
Sada éemo dokazati

D(E) = DB, . \
Za klasu ekv1valenc1ge h Go'D(N) i funkc13u h€h , kao i u primje
bi 3.6, diferencijalni izraz »ZA ima smisla za funkciju ElA '

vrijedi KA(_]A =,€(h)‘A. Odavde, za géB(h) slijedi
TA(_']A) = || @\b g.5. na A,

i g[AEILz(oC(b lrt) . Dakle hGJD(BA) . Obrnuto, za h €D ('EA) pos
funkeija hen za koju diferencijalni izraz /EA ira smlsla na A
i za koau;vrlgedl A(hlA = \r\gl g.s. na A, za neko gle][; (ot ,fy Iz
Jednadina

Lly) = O na  (a,«]
sa rubnim uslovima : '
7Ol @) = (g Bl (X =0,1,.0.,20-1)
ima jedinstveno rjeSenje y; na (a,%].Analogno, ‘jednadina
£L(y) =0 na [p,v)
sa rubnim uslovima :
yFk] @) = (B [k]((’a) ( k = 0,1,00.,2n-1)
ima jedinétveno rjesSenje yé na [@,b) « Funkcija
. | yl(x) s, X € (a,x)
hy(x) = { B(x) , =xe[x,(]
| Tp(x) , x€(B,0)
pripada klasi ekvivalencije h jer je -|r|(f11 - h)(x) = 0 =za
gotovo sve x¢€ (a,b) , Diferencijalni izraz £ ima smisla za
funkeiju hl Jer su funkecije ﬁlD{] y K = O,l,...,2n-/f\l; lokalno
apsolutno neprekidne na (a,b) . Pored toga za éGBA(h) imamo
L)) = \rig  g.s. na (a,b) o (.9
Zaista, obe strane jednakoéti (4.9) su gotovo svuda jednake nuli n
(a,0)\Q, a na [£,p] po definiciji operatora §A vrijedi
' 'e(;i_\ll) =£A(q&) = |Ir\& g.8. na [oC,(b] . |
~ Dakle, h, zadovoljava uslove (2.4 i B), pa h €D(E) .
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Neka je h €D (ﬁ) = o‘D(BA) i neka. je gle B(h) i g2€ BA(h)
Tada vrlgedl

L(E) - BN g.s. na (a,b)
A(—‘A —»e(h)l = \r\g2 g.s. na A . -
' Odavde je |r|(g1 g,) = 0O g.5. na (a,b) i prema tome .
B(n) = Bp(h) (ned(@) =D (B ). | (4

Takode vrijedi

Zaista, u prlmaedbl 3.6 dokazall smo6 da je JD(BLQ CIZ)(B ) . Da bi
dokazali obrnutu inkluziju pokazaéemo da za h éib(ﬁ ) v:ljedi

B () -0 ( x€(ayd U[B,0) 5 k = 0y1,ee0,20-1) .
Poito hed (B,) postoje « € (a,&) i (€ (p,b) takvi da Je
B(x) = 0 (xe(a,x;]U[R;,b)) . Odavde slijedi da je
5[] %) = il ((3 =0 (k= 0,1,.;.,2n—1 ) . (4.9

;roéto je (a(ﬁ)L)(@ b)C1UJ Jednakost (2 5) povlac1 , o
’ by ] (x) = 0 za gotovo sve x¢€(a, oG)U ((5 b) . | (4.q
Iz teorema 2 u [56, §16] i relacija (4.11) i (4.12) slijedi

h(x) = O (x E(a OC)U((S,b) ) .

Zbog apsolatne neprekidnosti funkcigja h[kﬂ s K = 0,1,00.,2n~1 ,
odavde dobijamo ~ ~ . o
H[k] (X)= O (iE(a’oC]U [(59b) ? k = 0’19000’21'1"‘1 ) .
Dekle h €D(Bp) . | -
Iz relacije (4.10) sada slijedi
Ba=5; . |
PoSto je operator ﬁA zatvoren, odavde dobijamo

By =B,

va Je B zatvoren simetrilan operator sa 1ndeksom deiekta (2n,2n) .
Prop021c13a Jje dokazana.

PRIMJEDBA 4.8. ‘Pretpostavimo da je rubna tafka a intervala
(a,b) regularna, & rubna talka b singularna za jednalinu (2.1).
~ Propbzicija 4,7 povlali da ako je indeks defekta operatora B jednak
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(m,m) za neko O{m<2n , onda za bilo koje x¢&(a,b) vrijedi.

b
Siridax >0 .
x

_ _ X
Moguée je da za neke x€ (a,b) vrijedi {iridx = O ., Neka je
3 ) )

L£€(a,b) takav da L €W’ i (a,x)<sW , Stavimo A.=[x,b) .
Tada Jje -

: | r~t ~k A ~
1%(a,b,171) = IP@&,b,1r1) , B =B, , 8, =8

i za bilo koje =x€ («,b) vrijedi

X b

Sirjax>0 , 0d§irldxg+oo .

£ X
: & ~
Ova razmatranja pokazuju da ako operator B ima indeks dgfek’ca
(m,m) , sa 0<m<{2r tada je uslov (III) iz radova [14, s.167] ,
(11, s.2.2.7] i [12, s.312] uvijek ispunjen. |

IT1.5. Hermitska proSirenija ogeratora B

" TEOREM 5.1. ([56, §18 teorem 1]) Potprostor L’ prostora
L2(a,b, ir{) Jje domen nekog hermitskog prosirenja oreratora B
ako i samo ako zadovoljava uslove: '

1) DBY<CD'<cD(B) ,
2) za bilo koje f,g €D’ vrijedi

R - EEe -0,

3) svaka klasa ekvivalencije g €D(B) xoja ispunjava usl

[F,8 o - Fd @ = o,

za svaku klasu ekvivalencije f €D °, pripada D ° .

- DOKAZ, O&igledno je da domen hermitskog prcSirenja operato:
‘B mora zadovoljavati uslov 1) ., Neka o0 ° zadovoljava uslov 1)
i oznadimo sa B restrikciju operatora B na D°. Neka su -,
£,8 €D(E) . Prema propoziciji 4.3 jednakost

e - AW - o
Je ekvivalentna sa |

(ﬁf’g) = (f’Bg:) .

- Dakle uslov 2) povladi da je BEB , Po3to vrijedi BCB iz
uslova 3) slijedi B"C B . Teorem je dokazan, -
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,‘Na‘qnaidgan nadin mogu se iskazati i dokazati~svi:rezultati
iz knjige Ngimarka [56,5518,19] u opStijem sludaju kojim se bavi

~ glava 11 o&og rada, U odjeijcima'5 i 6 ove glave mi iskazujemo neke
od ov1h rezultata kojl su b1tn1 za nasa dalaa razmatranaa. |

TEOREM 5.2 (E%u §18 teorem 4)) Domen JD(B) hermitskog
proSirenja B operatora B sa indeksom defekta (m,nn) sastoji se
od klasa ekvivalencije fe€D(B) koje zadovoljavaju uslov

[Fode - FoJ@ -0 - (k=1,um), GO
pri &emu su Wigeoo W klase ekvivalencije iz Jb(ﬁ) koje su
linearno.nezavisne po modulu D(B) i zadovoljavaju

[LGJ,GJ] (b) - [I'GJ.,WIJ](a) -0 ( sk = Lyeeo,m ) o (5.2)

Obrnuto, za klase ekvivalencije wl,;..,wméééﬂ(g) koje su linearno
nezavisne po modulu oJ(B) i zadovoljavaju uslov (5.2) skup svih
klasa ekvivélencije iz D () koje zadovoljavaju uslov (5.1) je
domen nekog hermltskog prosSirenja operatora B .

TEORFM 5e3. [5b, §18, teorem 5]) Pretpostavimo da je
jednadina (2,1) regularna na [a,b] . Tada je domen O (B) hermitsko
prosirenja B operatora B odreden linearno nezavisnim rubnim uslo-
vima oblika

2 | 2 | o |
léxd’kf[k-l] (a) +)k§n(bj,kf [k-ﬂ (b) = 0 (= 19290009211)9 (5.3

pri cemu jJe,
n - 0 *
12=:ldj ,o?f:k,en-v +1 ° \,251&3 s 2N=Y +l°ck,v

T n ‘)‘.' n %
= E:iGB;ka,znav+1 - 2; @j,En—v+lPk,v o (J,k = 1,.0.42n) o (5.4
Obrnuto,linearno nezavisni rubni uslov1 (5.3) koji zadovolaavaau
uslov (5.4) odreduju neko hermitsko pr051renae B operatora B .

PROPOZICIJA 5.4, Pretpostavimo da postoji kompaktan podinter
val A = EL,(Q intervala (a,b) takav da je

r(x) = 0 za gotovo sve x €(a,b)\A, -

Tada je domen 0 (B) hermitskog profirenja B operatora B odredenf
linearno nezavisnim rubnim uslovima oblika | -




o

: eI | o o
| gfﬁg %m+g¥ygf%@ O Gt 55)

pri cemu & pa K J,k l,...,2n zadovoljavaju uslov (5 4),
Obrnuto 11nearno nezav1sn1 rubni uslovi oblika (5.5) koji zadovoljavaj
: uslov (5 4) odreduau hermltsko pr031renae B operatora B .

DOKAZ. Ova propozicija je posljedica jednakosti - B = ﬁA
iz progoz1c1ae 4. 7 i teorema 5.3. -

PRIMJEDBA 55, Neka su ~zadovoljene pretpostavke propozicije
_5 4. Tada su hermltska proSirenja operatora B karakterizirana u
teoremu 5 2 1 u pr0poz10131 5.4, U ovo] prlmaedbl objasnilemo vezu
1zmedu ove dﬁlje karakterizacije. ' -

': Jednakostl (5.1) i (5.2) su ekvivalentne sa

(Bf,wk) = (f,BW ( k = 1‘,2,...,211)' . ',.v’ (506)

k) '
| (de,wk) = (wi,Be)  (dk=1,0.,2m), (5.7
‘ respektlvne.»Prema propoz1c131 4.7 jednakosti (5.6) i (5.7) su ekvi- |
valentne sa )

(BAf,wk) f'= '(f,'ﬁAwl'c)_" o ('71; = 1,...,2n ) .‘ (5.8)

(BAWJ,Wk) = (WJ’ A k) (k= lyeeey2n ) BN CR)] =

respektivno.,. Lagrangeova jednakost povlac1 da su Jednakostl (5 8) i
(5 9) ekv1valentne sa

oS Wkﬂ(PD -Ir, wgﬁ<w) S (k=l.nem), (5.10

"¢Wj,§£h(@)s;‘¢ﬁj,wkj(w) =0 (Jk=1..0,20), = (511
respektivno. Ako u (5.5) stavimo , | |
°%.k B -‘;*['Zn-k] =), oc.j,n+k = ‘m‘[n—k] () :
| : | 5.12
,; — one R
~%m‘ﬂféﬂ%>'%n¢ *@Q@I

( j ”’ 1’0‘0.0’21’1’ k = l’...’n )

- onda su jednakosti (5,10) i (5.11) ekvivalentne sa (5.5) i (5.4),
respektivnq. Dakle relacije (5.12) daju vezu izmedu karakterizacija
_ he;m@pgkih proéirenja operatora B datih u teoremu 5.2 1 propozieiji
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‘Napomenimo da ako klase ekv1valenclae Wis K = 1,...,2n
iz O(B) i brojevi - md s Cb K o Jok = l,0..,2n zadovoljavaau
(5.12) tada su klase ekv1valenc13e Wi s k=1,s.092n 1linearno
nezavisne po modulu JD(B) ako i samo ako su rubni uslovi (5.5)
linearno nezav1sn1./Zalsta, pretpostavimo da su klase ekvivalencije
t W ,;J =1,...,2n linearno nezavisne po modulu J)(B) Ako je

=2, = ( )
.&‘. = O i -E. . = O . k = 1 o0 e 2n
32_5?3 Je.k | ;L.-.-—j. a(ba,k | ’ ) R

onda jel

3:1 [k](oc),,o i Z [k]((a)_o ( k= 0,1,.4,,20-1

Odavde sllaedl da za klasu ekv1valenc1ae W= EZIGwﬁ , koja

., pripada 'c@(B) , vrijedi [k] (X) = _Lk] ((5) = 0 , X = O,l,...,2n-‘l .

Iz jednakosti (2.5) slijedi da je ' '
4@ =0 g.s. na (2 UG, b)cw

:Teorem 2 iz L56 §16] povlaédi

wx) =0  (xe(a,dulp,n) ),

i zbog toga w Ei)(ﬁ) . Odavde slijedi ‘g s, tie '{a =0 ,
3 = 1,...,2n . Dakle rubni uslovi (5.5) su 11nearno nezavisni,
Obrnuto, ako su rubni uslovi (5.5) linearno nezavisni i ako je

}'_'_l‘g We €§3(B) JD(BA) , onda vrijedi |

kaJ ) = zlg wDﬂ(oc) ¥ () = Zlgwfk]((s) - 0 ,(k=0,1...2
_Prem§.(5.12) ovo znali da vrijede relacije

PR jgg:,@:,,k - 0 (k= 1pee020)

 Zbog toga je ‘gj =0, J=lyee.,2n . Dakle w.

J ] J = 1,000,211 su
11nearno nezavisni po modulu iD(B) . o




56

5 II.6. Rezolvente i spektar herm1tsk1h<pros1renﬂa‘

operatora B

| TEOREM 6.1. ([56,819.2 1 3]) Rezolventa R(A,B):= (B ~x1)~L
J(A€Q(B) ) bilo kog hermitskog pr031ren3a B operatora B je ;
tegralnl operator sa jezgrom G(*,",N)., t]. za klasu ekvivalencije |
c12 (a b,ir1) i funkeiju fer vrljedi,

§G(',s,)of(s)[r(s)|ds € R(A, B)f .

zgro G(+ ?) zadovolgava uslove

16Cx, 8,02 (x(8)as< v 00, §|6(x,8,)1 2 r(0lax L+ oo
X - 3 « a : o

operator B ima indeks defekta (2n,2n) jezgro G(e gt 4 A)
fin1§e Hllbert-Schmldtov operator u prostoru L2(a b, |rl)

‘:f‘isg{G(x;s‘,‘}a)i2\r(x)| \r(s)\dxdé {r00,
.aa. : : '

PRIMJEDBA 6.2, Ako je indeks defekta operatora B jednak
'2n,2n) ;. onda je, prema teoremu 6.1, rezolventa bilo kog hermitskog
Y0 renja B operatora B kompaktan operator, pa operator B

a iskretan spektar, U regularnom sluaju aezgro G(*y* yA) mo¥emo
‘abratl tako da su funkeije o

FFe(x,s,0)  (x,8€a,b] 4 dok = 0,1,000,0-1 )
e Dxdask : ' FESI
'jfjneprekldne na [a,blX{a,b] .

A Kao Sto Je ranije napomenuto teorem 6.1 moze se dokazatl
modellrajuél dokaz iz [56 §19.2 i 2] . |

{ . . TEOREM 6.3 (viditi[37, dio II, §4,7° 8°J C56 §19, teorem 5]
, Pretpostav1mo da je p,>0 ha La,ﬁ] i da je Jedna01na (2.1) E
regularna né. (&, b} s Tada. je Operator B ograniden odozdo., Svako
hermitské proélrenj ;pgggtora‘fB je ograni%eno odozdo i ima PRI
x,’d_]_skretan spektar. P S “:ﬁ,"“"" R S ERRTHD R S

Gkﬂk’(x,s,k) =
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l J '= k, ’jka‘..l’..‘or,n

{bn-i-:j k ..oC j,k ©

O J. #k j,k = 1,...,11

3 Ly = 0 za j>n ili k>n , (ka_o sa j<¢m ili k>n .
O¢igledno ae da ovakvi rubni uslovi zadovoljavaju uslov (5.4). Za

'.klasq ekvivalencije f €D(B) vrijedi | .
'Parcljalna integra01aa (viai (1. 4)) daje

n-k

(Bf, f) - (UD),D), - g_' Epk<x>|r< )(x)] ax . (6.1)
Korlstecl rblaclgu (6.1) na isti nadin kao iu speclaalnom slucaau
kada Je r(x) =1 (xefa,b] ) (viditi[56, str. 232]) konstruide

se potprostor JD ‘domena D (B) za koji Je '

(Bff) (fe.Z))

i dlmeﬁ(B)QD { + 00, Odavde sllaedi da se negativni spektar operatoré
B sast0J1 od konacno mnogo svoastvenlh vrlgednostl konadéne v1seqtru—
kostl. Ovo je posljedica nejednakosti

dim F(-00,0)I%(a,b,\r1) < dim .Z)(B)/@ ,

pri éemu F oznacdava spektralnu funkclau operatora 'B,. Dakle
operator B , & prema tome i operator B s Je ogranicen odozdo.
Operator B ima diskretan spektar, Zaléta,,vidjeli smo da Jje nega-
tivni dio spektra operatora B diskretan. Analognim razmatranjima
moZe se dokazati da operator B + al , za bilo koje a €IR , ima
diskretan négativni dio spektra. Zbog toga operator B ima diskretan
spektar. Podto operator B ima indeks defekta~’(2n,2n) odavde glije-
- di druga tvrdnja teorema. : ’ ; '

Pokazuje se da je, u sludaju kada a,beW’ , operator B
deflnlsan u prethodnom dokazu posebno hermitsko pr051renae operatora
B , naime ovo Jje Frledrlchsovo pr051renae operatora B « Ovo ée biti
obaaéngeno u sllgedecem odjeljku. '

I1.7. ‘Skug %) (] i Friédridhsovd‘proéirenje
dperatora' 8 . Glavni rubni uslovi

: U ovom odjeljku poopstavamo neke rezultate iz rada Kreina [37,
: le 11 §§6 7] gdje je razmatran specijalan sludaj r(x) = 1 (x€[a,b]
regularnog problema (2.1). Ovdje pretpostavlijamo da je p.(x)> 0 za
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gotovo évé“ xe[a,b] i da je jednadina (2. 1)'regu1arna na intervaluf
fa,b] . Prema teoremu 6.3 zatvoren 51metrlcan uperator B je ogra-
nicen odozlo u Hilbertovom prostoru L (a,b, |7l) » '

, o Podsgetlmo se, vidii[37, dio I, §4] , da je za ograniden
odozdo.operator B skup D [B] definisan kao skup svih klasa
ekv1va1enc1ge fEILe(a b, |{rl) za koje postoji niz (f»)‘ziD(B)
takav‘da . ; _
o 1) (fy = T,y = £) — 0 (VY —> +00)

2) (B(fy - iy = fu) — 0 O ,p— +°°>

Skalarni produkt u Hilbertovom prostoru 12 (a,b,p,) oznada-
vacemo sa (.,-)' i odgovarajuéu normu sa ||+]

. voo
LEMA 7.1, ([37, dio II, str. 381]) Neka je (y,),_; niz
funkclaa thkv1h da su y,,yv,...,y(n 1), \>= 1,2,... apsolutno

neprekldne funkc13e na [a, 5] i (n)E 12 (a b,po) s Vo= 1,200 0
Pretpostavimo da je (ygn )v -1 Cauchyaev niz u L (a b, go) « Tada
postoji funkcija y takva da su funkcije y,y,...,y apsolutno

neprekidne;nak la,b] , niz (y(k))v , konvergira uniformno na

[a,b] . ka funkeciji y(k) s Kk = 041,6e0yn-1 , y(n)é.Lz(a,b,po) i

175 - ¥ 0 (v 400)

DOKAZ ove leme dat je u [37, dio II, str. 381,382]
Neka je W otvoren skup definisan u odjeljku 2 i neka je

) N
{Ia}m=ll familija otvorenih podintervala intervala [a,b] takvih
da‘je Im = (am,bm) y TN - = g (m #m,, mym’ =,1,2,...) i
W U I, .

Ozna01mo sa J(' s“up svih funkc13a y(n)é.L (a b,po) za

koje je yEEO EL (a b,|r|) funkcije y,y ,...,y(n -1) su apsolutno

neprekidne na [a b] i diferencijalni izraz /51 s definisan na

. m -
zatvorenom-lntervalu [am,bﬁ] sa istim koeficijentima kac i y/
ima smisla za funkciju St i vrijedi ,ZI (ﬂj') =0,
_ o 3
LEMA 7.2, Skup uN" Jje zatvoren potprostor Hllbertovog
prostora 1° (a,b,p,) .

. DOKAZ. Neka je (y(n)) .1 Dbiz elemenata iz N takav da
(n)

Ily S)\ —» O (\)—» +00)  za neko géL (a,b,po) . Na osnovu

leme 7 1 SllJPdl da pOutOjl funkclaa Yy za koju Je' y(n) = grli




g

o kidno,j i.’,unkcml ’y(k) X = 0,},s..,n-1 , Odavdé - slijedi da
ey (x) = r(x)y(x) (Y —= +0°) za gotovo sve x¢ [a,b]

 sve x€ [asb] , tj. FE€O_.
‘ izraz‘)e - ima smisla za funkecigju I i da f (y\I ) = 0,

‘Skup \)acm Jje konacno dlmenzlonalan, pa i zatvoren potprostor prostorc

B Skup svih funkcija y( za koje je yeEf i ¥y ‘ima osobine
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(k))

niz (y -konvergira uniformno na [a,b] ka apsolutno nepre-

?
Buduéi da je y,€ 0 v=1,2,s.. , imamo r(x)y(x) = O za gotovo

1 . Ostaje da se provjeri da diferenci;jélni

m m
m = 1,2,000 & Da b1 to pokazali uzmimo bllo koJji me{l 2,...} i
stav:.mo ‘

Jq {y(n) 7 I—6 £ 2] = O'}.

m

I,+D,) « Imamo da (xl S (n) e'-Am s, V=1,2,..s i da niz

((141 )(n)) Ry konverglra ka (yh )(n? po normiprostqral L?(Im,po)
Zakljug a (n)e ti. Ao (. ) =0 . L |

aklju ujemo a (yh ) ¢4 I nIm = ema je
dokazana.

Ozna61mo sa o\e skup svih klasa ekvivalencije f¢€ L2(a b,irl]

za koje postoJi funkcija fef sa slijedeéim osobinama:

§7 A) izvodi f(k) , k= 0,1,...,n-1 postoje i oni su

- apsolutno neprekidne funkcije na intervalu [(a,b]

- (74B) ’§|f(n)(x)|2p (x)ax { +00;
(7;0) za svako m = 1,24000 dlferenclgalni izraz ’ZI ima

smisla za funkciju t‘b: i vrijedi /@ (fh ) = 0 3 ’

U (7.D) fuhkclaé f(n) ' je ortogonalna na Ny prostoru
(a b’PO) .

PRIMJEDBA '7 3, Neka za Klasu ekv:.valenc:.ge fe 17 (a,b, |r\)

postogl funkc:.,ja f €f sa osobinama (7.4,B i C) R Ozna01mo sa £

(7ABJ.C).‘I‘adaJe N,éﬁ i\-/vf 'f(n) \N.Buduc:LdaJe\/T
zatvoren potprostor u L (a b,P ) vrijedi Jednakost f( n) =g + h(n)

*'pri demu je funkeija g ortogonalna na. \N u 1° (a b,po) i

h (n €N Tada Jje

N=g+h +\.N‘=g+JV

pa je g&Jff . Dakle postoji funkcija f€f sa osobinama (7.A,B i C

i za koju je f‘(n) = g . Funkcija £ ima osobinu (7.D) . Dakle fef
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PRIMJEDBA 7.4, Neka je m bilo koji pozitivan cio broj,

"Im = (am,bﬁ)‘.i'neka Je ”ym,l""’ym,2n fundamen?alni sistem
rjeéenja;homogene jednadine .
| | m « , .
~ takav da je | ' .
[J I](a ) éj'kk (J,k = 1900092n> . | (702>

Tada je funkeija u, rjeSenje jednadine (7.1) ako i samo ako
postoge ?m 1,..., m,2n € ¢ takvi da je

“n{x) = Zl?m Yo x®  (x€lagbd) . (7.3)

S obzirom na (7.2), iz relacije (7. 5) slijedi ff k= ul:k I](a ),
k = 1l,060,2n . Zbog toga je

;u[k (o7 il o) - uD D) =0 (3 =1y000,20).(7.4]
Ako funkcija u zadovoljava usiove'(7.4)’ ondéyhe'fﬁnkcija .
2n | |
Ym(x> = gziuék ](am>ym,k(x)
rjefenje jednadine (7.1) i vrijedi ;
| W8y - w BTy v ey - uB T wy -1,... 20

Uslovi (7.4) imaju isti oblik kao rubni uslovi (5.3) (ali
ovi uslovi ne zadovoljavaju obavezno uslove (5.4)) ako stavimo

d%’k é yg?;ﬁ (bm> ’ GB x = j k - (j,k = 1,...,2n)'.

Podsjetimo se da je Kreinm (37, dio II, str. 386] definisao
glavne rubne uslove na slijedeéi nadin. Rubni uslov

2n 2n
= k-] _[k_ﬂ _
k§= oy T ' (a) + k2= ka (b) =0

naziva se glavnim rubnim uslovom koji je odreden sistemom rubnih
uslova (5.3) ako svaka funkcija koja zadovoljava rubne uslove (5.3)
zadovoljava i ovaj rubni uslov i ako je |

'ock =@ =0 2a n<k<2n.
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Neka ae' ,
1::11(@),,,&( Ty v Zt‘“’) o - §5m> =0 (4= Lyeensd) (7.5)

maksxmalan sistem llnearno‘nezavisnih glavnih 1ubnih uslova koji'su
odredeni rubnim uslovima (7.4) (ovakav sistem»gla%nih.rubnih uslova
u [37, dio II, str.- 386] naziva se potpunim). O&igledno Jje da za
funkciju w koja ima izvode do (n-1)-og reda, ukljuéivo, i koja
zadovoljava glavne rubne uslove (7.5) postoji funkcija wy, za koju
-diferencijélni izraz ”61 ima smisla, koja zadovoljava rubne
‘uslove (7.4) i za koju Wrijedi

wieT oy L w T oy, wlT o) vl D) (k- 1,000,m

Kao 3to smo veéd ranije napomenuli, odavde slijedi da postoji funkecija
v koja je rjedenje jednaline (7.1) i za koju vrijedi '

w[k-p (am) = V[k-:ﬂ (am), WE‘k-i“ (bm) = VDK--]:I (bm) (k = 1,...,11)

:

PROPOZICIJA 7.5, Vrijedi inkluzija D (B) € &. Za klasu
ekvivalencije f e & postoji jedinstvena funkcija fef koja ima
osobine (7.4,B,C i D), Funkeija .0 Jje nula funkcija, '

' 'DOKAZ, Za klasu ekvivalencije f €D(®) funkcija TFTEf.
ima osobinu (7.A) i funkcija 'paf(n je apsolutno neprekidna na
2lf(n)|2

intervalu (a,b]". Funkcija P je takode apsolutno neprekid-

na na [?,bﬂ » pa i ogranilena na [a,b] . PoSto 1/p° Ll(a b) K

odavde slljedl da je Slf(n)(x)‘ Py (x)dx L+ 00, tJ. funkcija T ima

osobinu (7.B). Na osnovu jednakosti (2.5) o&igledno je da funkeija

T dima osobinu (7.C). Prema primjedbi 7.3 odavde slijedi da fe & .

. ~ Neka funkcija yE€O,, ima osoblne (7.A,B i C) i neka

- () N (n N
y ortogonalno na potprostor u L (a, b,p ) « PoSto y' ‘¢ 4

~ dobijamo da vrijedi §|y(n)(x)|2po(x)dx = O , Zbog toga je

(n)(x) = O za gotovo sve x G[h 5] .é R (7.6)

:.Koristeél apsolutnu neprekidnost funkecija y,y" ,...,y(n 1), na sllcan ‘

- naéin kao u lemi 2,1 , moZe se pokazati da je *

(k)(x) | ( xéEhJ k=0 1,...5n—1) | | (7.7,

Teorem Jadinstvenosti za oblcne dlferencljalne aednac1ne i relacije
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A;(7.6) i (7.7) povlalw da je y(x) = 0> ( x€ [a,b] ) . Dakle ﬁuﬁ
‘Je nula funkcija. S ' '
| o X Neka funkci,je 1’ 2€f€€8 1maau osobine (7.A,B,C i D) .

Tada £ - 26.0‘1,l i funkclaa fl f2 ima osobire (7.A,B,C i D) .
Prema onome %to smc upravo dokazali imamo (fl - fq)(x)
( xefa,b] ), tj. fl = f2 . Propozicija je dokazana.

Nadalje, za klasu ekvivalencije fe¢ & Jednoznacno odrede-

' nu funkeciju iz f koja ima osobine (7.4,B,C i D) oznadavaéemo sa
: f . Preslikavanje f +—- f (£€& ) je linearno.
Za klasu ekvivalencije f € (B) Je

gﬁs §§J|§(n—d)|2 d$ . ;i% gpjlf(n-j)lzdx Ce (7.8)
Zaista, vrijedi | .

(ﬁf,f’)z €@, = iog ]f(n 3Q|2ctx , | . _ (7.9)
i - | |

(Be,2) = (AT, D), = j‘i“_l Spjf(n-.j)f*(zl-a)dx . (7.10)

Funkcija (f - ?)(n) pripada skupu \ﬁf‘” funkcije (% - ?)(k>,
.k = 0,1,,..4n-1 uzimaju vrijednost nula na skupu W’ i funkeija

| (¢ - yrina vrijednost nula gotovo svuda na skupu ‘W7, Zbog
toga, koristeéi (1.5), dobijamo ~

}E% gpj(f - f)(n_ﬂ)f*(n—d)dx ' ‘ ;
=0 a , E

= +Zoo jS P (f - f)(n vj) *(n J)dx
M=1 J

-5 jz 2 - B0z [2n-:l]] m g
1 o
m
Odavde slijedi
R R a(n-j D o Yau(mo Y S
5;% §p3|?(n J)Ide = ;f% épjfcn 32;*(n‘a?dx . C(aD

Iz jednakosti (7.9,10 i 11) slijedi jednakost (7.8).

PROPOZICIJA 7.6. Vektorski prostor ) ’
i {fC£ H f(k)(a) (k)(b) ';3 O [} k = O 1,ooo,n_l}
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. Na slidan nadin kao i u lemi 2.1 moze se pokazati da
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1sa skalarnim produktom |

Aje Hilbert:;w" prostor. Vrijedi o?)(ﬁ)_@%.d .

~

DOﬁAZ.f Ako za neku klasu ekvivalencije feéfok vrijedi

(f f) = 0 , onda je (n)(x) = 0 za gotovo sve x € [a,b] . Teorem
-aedlnstvenOStl za oblcne diferencijalne jednadine i f(k (a) = 0,
k=0 1,...,n—1 povlace F(x) =0 ( x € [a, b] ) . Dakle f = Q‘rl .
";‘Lako se provjerava da je (-,-)d skalarni produkt na x

Sa&a cemo dokazati da je prostor (SCO,(- D ) kompletan.
Neka je (f\' v=1 Cauchyaev niz u prostoru (ofo,( ) ) . Tada

‘niz funkclja (f ) zadovolaava uslove leme 7.1, pa pOStOJl fun-
keija. y takva’ da su funkclae Y.y ,...,y( n-1 apsolutno neprekidne
na [a,b] § niz (f\, )v 1 konvergira uniformno na [a, b] ka

’fupkgiji ‘z(k) 9 k = O,l,".’n-l‘, y(n)é L (a,b,Po) -i

i f(n) '(n)ll‘-—-; 0 . = (V== jes)y ., ° " C(7.12)
ortogonalan

Funkclaa v ,1ma osobine (7.4 i B) . PoSto je (n)

na_ N u 17 (a, b,p ) . relaclja (7.12) povladi da je y(n) orto-
gonalno na N« L (a, byD, ) , tj. funkclaa y ima osobinu (7.D).
Iz relacije (7.12) slijedi

&I ‘f(n)id (n)lepodx —> 0 (v —> -+°°raA m’}- 1524000 ) s

""f‘_oétO‘:‘funkclje %y, v=1,2,... imaju osobinu (7.C), na isti nadin
kao i u lemi 7 2 zakljudujemo @a funkcija -y ima osobinu (7.C).

Neka je féL (a,b,ir|) tekvo da yef . Tada - je red iy =% .
' Buduéj. da niz (f%k))v o1 Xonvergira uniformno n1a [a, b:l ka funkeiji
f(k) ’ k=0 19---,!1"1 Y imamo T(k)(a) f(k)<b) = O k = 0 1,...,1’1—
tj- f€8€ . Relacija (7.12) povlac1 da fy, —> f (37 — 4 00)

po norm1 prostora (cfo (-, )o) 'I‘ako je dokazana kompletnost pros-
- tora (o‘eo,( ) ) Dakle (of )o) je Hilbertov prostor.

Prema pr0p0210131 7.5 imamo @(ﬁ) < & . Neka je fED(B) .

Ef(k)(x) (k)(x) . ( xew' k= 0,1,...,n-1 )., Ako rubna
“talka - a pripada 'L()' , onda je’ (k)(a) ( )(a) s k=0,1,...,n-Y
Neka a@&W’ ineka je deW’ takav da fa,d)& 'l!) . PoSto vrijedi
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‘gta-d] (ﬂ@.d]) =0 i 7 ] (a)-= 0, k = 0,1,...,20-1 , prema

[56 516, teorem 2] slijedi T(x) =0 ( xela,d] ) i, odatle,
j(d) , k=0,1,...,2n-1 . Odavde, zbog de'b)' dobijamo

'*(k)(d) =7TEl (@) - 0 (x=0 1,...,n—1 ) - (7.13)
Na osnovu ove jednakosti, funkeija |
o | #F(x) , xela,d]
y(x) =4
o o, x €[4,1] 4
pripada Skupu N . Iz uslova (7.D) slijedi S\f(n)‘2podx =0 i,
; PLE _

'prema tome,

; (n)(x) = O za gotovo sve x€ [a,d] . (7.14)
.‘ Relacije (7.14) i (7.13) povlale da je ' |
20 - (xefa,d] ) |
i, zbog toga f(k)(ag =0, k= 0,1,...,n~1 , Na isti nacin dokazuje

se da vrijede i () =0, k = 0,1,...,n-1 . Dakle fcX
Propozicija je dokazana. " .

SR ‘Oznaéim‘o sa d‘ffo skup svih klasa ekvivalencije féo“éo za
koje Je ;
£ a) = £y = £a ) = £®p ) =0 (x=0,1,..0,n-1,

: m=1,2,ee0 ) . (7.15.

Skup svih klasa ekvivalencije f¢€ O(B) za koje vrijede relacije (7.15!
oznaimo sa’ o® . '

LEMA 7¢7. Skup % je zatvoren potprostor Hilbertovog

prostora (o‘Co,( )o) i 65  je zatvorenje skupa B u (o‘éo,(-,-)of

DOKAZ, - Prva izjava leme je posljedica leme 7.1 i definicije

norme u prostoru 86 . N
/
‘ Da bi. dokazall da je L gust potprostor prostora R.’ pret-
postavimo da postoji ge L \{O} koji je ortogonalan na eZ) u

(€5, 40),) 4 t3e

b | U
13 @0g* ™ op, (oax = 0 (red) .
! |

‘Poéto je f(n> (n)er‘ i g(> je ortogonalan na J‘f u
Le(a b,p ) iz posl,jednae ;jednakostl doblaamo ;
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~~%@%my“%m%unx=0vcféﬁﬁ.*””'°“ (7.16)

Lako se provgerava da za bilo koau klasu ekv1valenclae heee

vrijedi h‘%?/(x) = 0 (xeW), pa zbog (7.15) imamo h(x) = O (x e’hf)
Odatle ﬁ(k)(x)‘f.—:‘o (xeW, x = 0,1,...,n-1) . PoZto su funkeije
AC N :

, k =0,1,,..,n-1 apsolutno neprekidne na [a,b] imamo

Xy 20 ((x€C1(W) , k = 0,1,...,0-1 ) , (7.17)
‘prii gemu C;L(’h)) oznalava zatvorenje skupa W ., Neka je A= (a’,b")
- bilo koji otvoren interval za koji je A'SInt(W) i a’,b’ & Int(w')
pri Eemu Int(w") oznadava unutrainjost skupa W'. Oznadimo sa €
skup sv1h xlasa ekvivalencije £ iz .fXB) za koje je 'fX[a B = 0

‘na [_a b] . Iz (7.16) slijedi 4 ,
: ;lf(n)‘(x§é*(n)(x)p‘o(x)dx -0 (fe®). (7.18)

Buduéi da, prema (?7.17), imamo
8™ @) - e™e) -0 (k = 0,1,.00,n-1)
relacija (7.18) je upravo relacija (6.4) iz rada [37, dio II, str.382]
(pri &emu je interval [a,b] iz [37] zamijenjen ovdje sa intervalom
[a’,b°]) . Provodeéi ista razmatranja kao u [37] dobijamo g&(x) = O
(xe [@a’,b"]) . S obzirom na izbor intervala ‘A zakljudujemo da je
g(x) = 0 ( xeInt(W) ) . .

| Poslaednja jednakost i (7.17) daju g(x) =0 (x€[a,b]) , tj. g=0
Kontradikcija! Lema je dokazana.

I\

PRIMJEDBA 7.8, U dokazu leme 7.7 primijetili smo da za bilo
~koje he 3@ vrljedl ﬁ(x) =0 (xcW) . Odavde slijedi da ako
f,geaﬁo i f( )(a ) = ( )(am),, p(k )(b ) = (k)(b)

.(k:O,l,...,n—l, m=1’2,ooo.) , Onda f(X) = g(X) ( Xew)

: Nadalje u ovom odjeljku pretpostavljamo da je otvoren skup W
-unija konaéno mnogo medusobno dls,junktnlh otvorenih intervala, tj. za
N ‘neki prirodan broj s vrlaedl

W u I

' 9 I (am,bm), M= 1lyeee,8 DERUE by < a27<...< 85< bk d
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‘Ozn&a¥imo. sa BF hermitsko pr051renae operatora "B odredeno
rubnlm uslov1ma (v1dget1 propoziciju 5.4) oblika (5 5) pri Zemu je

ch+5 k = e 5 | J.k = 1,...,n
°Ca,k —ifo ‘zy"a .j>n 11; k>n, (BJ, c za_ j¢n ili k>1

Oclgledno ge da ovakV1 rubnl uslov1 zadovolaavagu uslove (5 4) Tmamo
da klasa ekv1valenclje <EJD(B) prlpada domenu JD(BF) ako i samo al

f(k)(om - f(k)((b) (k=0 l,...,n—l ) ..

TEOREM 7.11. ([57, dio II, 9°]) Vrijedi jednakost oD (&) =&
Upravo definlsanl operator BF je Frledrlchsovo proélrenae operato~-
ra B,

¢

bOKkZ Buduéi da je skup J)(B) gust u (aﬁo,( *)o) za
_bn.lo koji fe;t: postoji niz. (f’°>\> 1S a@ (B) takav da vriaedl

(g - f\uf | fv ?p <x>|f<n)<x) f(n)(x)l dx —= 0 (9 =400

“Nigz (g v) 1 zadovolgava uslove leme 7.1, pa niz (f(k))v 1 konver-
gira uniformno na [a,b] ka funkeiji f<k) s k= 0,1,...,n-1 : Odavde‘
slijedi ' ,

(f - fv,f - fv §)f(x) - fv(x)l |r(x)| dx —> O (v —_— +o<>) (7.19

i o N T R _
% gpk‘f(n"k) :Z.Sn'k>| 2dx — 0 (™ ,/A—'> +00) . | (7.20
kRelaciae (7 8) i (7 20) daju |
R -k -k o o
Iz (7.9) i (7.21) slijedi: | |
(Blgy - £,y - £) —= 0 (¥ > +09) . - (7.22
Na osnovu (7 19) i (7. 22) ‘imamo . .
Sada éemo dokazati 1nkluz1gu - ; - o
DideL, . (7.24

Posto vrijedi - oZ)[BE] D[Bp + eIl (ceR) i podto je operator
,'BF prema teoremu 6.3 ograniden odozdo mozemoypretpostavxtl da je
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operator BF striktno pozitivan, tj. za neko ¥ >0 je BF?>X‘.“
Prema lemi &4 iz [37, dio I] za bilo koje féoO[BF] vrijedi

oo . 5 :
_ «JZI)\.I‘(I"\P.)‘ <+ oo”

1

pri éemuyje (? )+ ortonormirana baza u L2(a b,iri) koja se
sastodi od svojstvenlh vektora operatora B, takvih da je
BF\fj = XJAPJ' (7\3>O sy J = 112,"" ) .
Stavimo ,
~ h : ; '
hv = El(f’LPJ)le € Qﬂ[BF-J (\) = 1,2,000 ) A4

Oclgledno ﬂe'

(By(h, = B,y - ) =j 0 $1E, 012 = 0 @ o s p0) (7,28
Prema,teor%mu 6;1.operatoi;~BFl \ je Hllbert~Schm1dtov 0perator, sa
jezgrom G(:,+,0), u prostoru 'L2(a,b,\r|).. Mercerov teorem povladi
(vidite [37, dio II, str.379] ili [40, §15, teorem 13]) da za.
funkciju G(+,*,0) , koju éemo u daljem oznacavatl sa G(+,°) , vrijec

&

kk(x x) EEilv(k)(x)|2/23 (x=0 l,...,n— , XEW ),

pri emu sume konverglraju uniformno na W' . PoSto su funkcije
Gy (k= O, l,...,n—l) neprekidne na [a,b]X[a,b] odavde slijedi
da postojl konstanta K1>O takva da Jje

F W(k)(?‘ZF/ﬁJ (X ( xew_, k = Oy1,0s0yn-1) |
ZbOg*tbga o : ” _
| (k)(x) ﬁ(k)<x)12 l Z (£, 4, “P(-k_)(x}le
J=u+l o
< 33;;12j|(f,q3 ] ;;; l?(k)(x)le/zj \ ’
¢x 3 alieey)® (xeW', k = 0,1,..0,n-1, 1<) (7.2

_ R - |

Dakle, za k = O l,...,n—l niz. (th)j;gl konvergira uniformno
‘ '

na W', Vrlgedl : N

,(Bth? - h(u shy - hﬂ)
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¢

| . nob (e (n-k)|2
- Spolﬁgn_}. - Egn,),lgdx + ;pk{pf,n ) - B" | %ax

Prema (7. st i (7.26) odavde slijedi

" b <] n m (o '
(n) ~(n) ‘ ch-k) _ (n-k)|25. __, 0
§p0|h -t | x mz=1 kZ=1 §~mpk‘}'1v A l ax
, O e, i) L (2.27)

" Po3to je ‘./EI ((ﬁv - ﬁ/.)|I =0 (m= 1.’”,,‘3,?"/4: 1,25000 )
m m

na osnovd (1.5) vrijedi

n °m ~(n-k) o2(n-k)|2
ZO § Pk}hv - (u I dx

L a [é ~X] o axy(k-1) |
- kgl{(h" - B,) TR (b ) (B - hﬂ) (o)

- &, - 8,) K @ s - 5D o) (7.28)
| | M= lye00,8, [4=12...)-
" Relacije (7.25) i (7.26) povléée

By - BDE V(e ) — 0 (yp—+o0, kelyeeniny melyees,s )
3 .

(ﬁ:'- ﬁ;)(k'l)(bm) —> 0 ,(\”/‘ — +00, ksl;...,n, m=ly,eceyS ) o

' Odavde slijedi da je skup | | | .

{(h\,- )1 s ,/.«=12,...}

~ograni§en u ¢2ns o« Prema lemi 7.10 skup

{(hv" )[2] ,/u=12,...}
: Je takodB ograniden., Dakle desna strana u jednakosti (7. 28) konver-
gira ka nuli kada 'v,/A—-+4b . Iz relacije (7.27) sada slijedi

S polh(n) ‘S‘n)|2dx—;> 0 gv,/u-—.“p) ,

polhv - ht(‘n)| 2dx-—-> 0 (v,[t—>+00, m=0,1l,00e,8 ) ,

- pri &emu Je b, = a ako je a<cg; i a ., =D>b ako je b <D .
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Ako lemﬁ 7.1 primijenimo na zatvorene intervale [a,ai],[bl,agj,
'...,[b _1+85] s [b ,b] , onda dobijamo da postoji funkeija y defini-
na W' takva da niz ((ﬁ ‘w)(k)) konvergira uniformno na W'
ka apsolutno neprekldnog funkeiji y(k) y X =0 l,...,n-l i
Spoiy(n)l dx<+oo-. PoSto h, —> f (‘9 —s4+00) u LS (a b,{rt) , tJ.

§ 1850 - 3x)|2|r(x)|ax — 0 (3 —ero0)

wl ’ ) .

pri %emu je f bilo koja funkcija iz f , dobijamo

T(x) = y(x) (xeW),
; i zﬁég'toga “ |
| ;@’}(xﬁ = y(k)(x) (k=0,1,su,n-1, x€W)

f(ﬂ)(x) = y(n)(x) za gotovo sve X cW'.

'Dakié'funkclja f 1ma apsolutno neprekldne izvode do, ukljuélvo
(n-1)-og reda na W' i- : |

S poif(n)lzdx < + 00, : . (7.29)

Posto je funkei ja fer bila pr01zvoljna, mozemo odabrati funkeciju
fer tako da izvodi £,f° ,...,f(n -1) pudu apsolutno neprekidne
funkeije na (a,b] . Funkecije hql s ¥ =1,2,... zadovoljavaju -

glavne rubne uslove (7.5) za m = 1,...,s i

: hgk)(am) —_— f(k)(am) (Y —>+00, k =0,1,000,n-1, m = 1,...,8"

‘ﬁg.;k)(bm) — f(k)(bm) (¥ =409, Kk =0,1,0eyn-ly, m=1lyeee,s

Odavde slijedi da funkeije 'fhm zadovoljavaju glavne rubne uslove
(?7.5), za m = 1,...,5 . Prema primjedbi 7.4 imamo da za mé{l,...,s}
. Ppostoji funkeija v, 328 koju je

ey = ¥®ay) , Wy = TP (k= 0,1,enel)

i koja Je rjeSenje jednaZine (7.1) . 2Za funkeiju v, - oligledno
‘jvrijedl ‘

 § olv(n) 2dx<:+ 00 (m=1,000y8 ). ' - (7.30)
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St_avimo
c /
‘E‘J(x) . xeW
.v (x) er ’ ‘m=l,.oo,slo

 Tada Fer i funkclaa f ima osobine (7.A i C) Zbog (7.29) i
(7 30) imamo '

Sp°|f(n)‘2dx & + 00,

tj. funkc;}:ja 1 ima osobinu (7.B) . Prema primjedbi 7.3 slijedi
f eaf’ . P"'ored toga vrijedi '

h(k)(aa F ey - 3 (w) (v e so0, K= 0,1,000,0-1)
' ﬁ(k)((s)_,, f(k)((b) - f‘(k)((b) (1)-—>+oo y ¥ =0,1,.00,0-1)
Posto h\,ée‘Z)(BF) 1mamo ﬁ(k)(&) E(k)(&) =0, jfls,k>((5)

- h(k)(p) =0,k =0,1y000yn-1 , v=1 2,..- , pa slijedi

f(k)(&) -2 =0, x=0,1,...,0-1.

Koristec:. metod korlsten u dokazu propozlcl;je 7 6 doblaamo

-}

f(k)(a) f(k)(b) 0O, k=0,1,sc.,0-1 , -

Da!;l_[e feée . Tako je inkluzija (7.24) dokazana.
'.fnklu21;]e (7 23) (7 24) dagu

D8] - Doyl - U 3

Prema teoremu 10 1z'[:37, dio I:]; 8lijedi da';je operator BF

Friedrichsovo proSirenje operatora B . Teorem je dokazan.

TEOREM 7.12. ([57, dio IT, 10°)) Neka je B hermitsko

' proéiren;je operatora 8 odredeno rubnim uslov:.ma (5.5) . Tada
£ €DB] ako i samo ako fe & i funkcija % zadovolgava
,maks:Lmalan sistem linearno nezavisnih glavnih rubnlh uslova koji

su odredeni rubnim uslovima (5.5).
Ovaj teorem moZe se dokazati kombiniranjem ideje korisStene

“u (37, dio 11, 10°] i metoda koristenog u prethodnom dokazu.




e

III. DIFERENCIJAINI OPERATORI U KREINOVOM
PROSTORU 1°(a,b,r)

IIT.1. Osnovne osobine

l1.1. U ovoj glavi bavicéemo se diferencijalnim operatorima
pridruZenim kvazi-diferencijalnoj jednadini 2n-tog reda

£(y) -=Ary = 0 na (a,b) . | (1.1)

TeZinska funkcija r Jje realna funkcija definisana na (a,b)

integrabilha na svakom kompaktnom podintervalu intervala (a,b)

i indefinitna , tj. oba skupa = {x e(a,b): r(x)>0} |

iAa_ ={xe(a,b): r(x)K O} imaju p021t1vnu Lebesgueovu mjeru.

Pored toga pretpostavljamo da Je P, >0 gotovo svuda na (a,b) .
Vektorski prostor L (a,b, {r() sa indefinitnim skalarnim

produktom

(f,6]:= §E(x)§*(x)r(x)dx (f,g€L2(a,b‘,l’r\)(, Fer, Beg) (1.2)

oznalavamo sa L?(a,b,r) « Prostor (L2(a,b,r),[-,-]) je Kreinov
prostor sa fundamentalnom simetrijom J " definisanom na slijedeéi
nadin, Za erLz(a,b,r) stavljamo Jf = h ako za neke he€h i
fef vrijedi h(x) =(sgn r(x))f(x) (xe¢(a,b)) . Odgovarajudi
pozltivno definitni skalarni produkt je (f,g) = [Jf,g] o
(f,gesL (a,b,r)) ., Ovaj skalarni produkt dat je u (II.2.3) i

 (L (a,byr),(+,+)) Je Hilbertov prostor.

. U Krelnovom prostoru 1° (a,b,r) proucavacemo operatore

K = JB ’ A o= Jﬁ 9 Ao o= JB

kao i hermitska proSirenja operatora A u Kreinovom prostoru
1° (a,b,r) . 2Za £€D(B) = D(X) imamo .

Af = g ako i samo ako Z(T) =r¢ g.S. na (a,b) i FTege Lg(a,b,r]

Na osnovu gornjih definicija i teorema II.4.2, operator i Je
zatvoren simetri&an operator u Kreinovom prostoru Le(a,b,r)
‘Operator X je hermitski adjungiran operatoru & wu odnosu na
skalarni produkt [-,-] o Prema propoziciji II.3.7 operator i
je zatvorenje operatora ﬁo.Oéigledno vrijedi ©
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(Bt,g] = (Bf,e) (f,6 €D(B) = D)) ,
(if,g] = (Bf,) (f,g €D(B) = D)) ,
[(A3f,e] = (B f,8) (f,geD(B) = D(E)) . (1.3)

Zatvoren simetrican operator i ima hermitska prosirenja
u Kreinovoh prostoru L2(a b,r) . U stvari, operator A Je
hermitsko pr051ren3e operatora A u L (a,b,r) ako i samo ako
Je operator B : JA hermitsko proSirenje operatora 8 u Hilver-
- tovom prostoru L (a,b, \rl) « Prema tome hermitsko proSirenje A
operatora ;A u L°(a,b,r) je potpuno odredeno rubnim uslovima

u tadkama fé i b, Ovi rubni uslovi su isti za operatore A i
B=JA i 6 njima je bilo rijedi u odjeljku II.5.

1.2. Podsjetimo se da za skalarni produkt na vektorskom
prostoru % kaZemo da ima konadan broj 1 negativnih kvadrata

ako je taj skalarni produkt negativno definitan na AH-dimenzional-

nom potprostoru prostora # i ne postoji (2 + 1)~dimenzionalan

" potprostor sa ovom osobinom. U ovo]j glavi proucavacemo problem (1.1)
- uz slijedeée pretpostavke (P1) i (®2) ,

(Pl) Skalarni produkt {-,-} , definisan na JD(KO) sa
{£,8} := (A £,g] (f,e€D(A))
ima konadlan broj negativnih kvadrata.

PROPOZICIJA 1l.1. Uslov (P1l) je zadovoljen u slijedeéim
sludajevima, ‘

- (a) Operator B ima hermitsko proSirenje B u Hilbertovom
prostoru L2(a,b,lr|) takvo da se O(B)N (-00,0) sastoji od
konadno mnogo svojstvenih vrijednosti.

(b) Za svaku singularnu rubnu tadku a ili b problema (1l.1)
postoji . a’€ (a,b) ili b“€ (a,b) takvo da skalarni produkt {-, -
ima konalan broj negativnih kvadrata na potprostoru svih klasa
ekvivalenci je f‘Ei)(KO) za koje funkcija f wuzima vrijednost
nula van intervala (a,a’) _ili (b’,b) , respektivno,

PRIMJEDBA 1.2, Ako je problem (1.1) regularan, onda, prema
‘teoremu II.6.3, imamo sludaj (a) .

] DOKAZ propozicije 1.1.(a) Oznadimo sa ¢ (< + o) ukupnu
- viéestrukost svih negativnih svojstvenih vrijednosti operatora B ,
Dokazaéemo da skalarni produkt (B:,-) definisan na D (B) ims
- W negativnih kvadrata. Oznadimo sa F spektralnu Junkeiju




4

operatora B , Stavimo

¥ = ker(B) , ¥, = F(-W,O)Lz(a‘,b,\xy'\) y X o= F(0,+)1%(a,b,irl) d

Potprostor ¥, je negativan, a ?CZHJD(B) pozitivan u odnosu na
skalarni. produkt (B-,*) i vrijedi dim‘aa = ® , .Na osnovu leme 1.2
iz [62] , skalarni produkt (B-,-) ima ¥ negativnih kvadrata ra

+ (?C ND(B)) . Odavde se lako dobije da skalarni produkt (B-,-)
1ma takode » negativnih kvadrata na <O (B) . Zaista, neka je ¥
' potprostor domena o0 (B) za koji je (Bf,£)<0 (fe€¥ \Jo}) .
Oznacdimo sa P1 ortogonalni projektor na ?ﬁ + 2€ u L2(a,b,\r\) d
Tada je Plgf negativan u odnosu na (B*,*) , pa Je dim Py Fw,
Neka fl,...,f € ¥ . Tada postoje kompleksni brogev1 ‘El,...,f

w+l wtl ?
cd kojih Je bar Jedan razllclt od nule takvi da
1(§1f +¢o¢+¥ +1) = O Zbog toga §1f1+¢0¢+~fu+1fx+1€.&€onbg’= {O} ]

tJ3. fl”””fvul su linearno zavisni, Dakle dim % (% , Tako je doka-

zano da skalarni produkt (B*,+) ima konadan broj » negativnih
kvadrata na 4 (B) , Odavde slijedi da skalarni produkt (ﬁ°~,~) ,
~a prema (1.3) i skalarni produkt {:,-} ima konalan broj negativnih
kvadrata.

(b) Da bi dokazali da je uslov (Pl) ispunjen u slucaau ) ,
koristimo Glazmanov metod dekompozicije [18] . Pretpostaviéemo da je
‘samo rubna tadka a singularna tadka problema (1.1)., Prvo éemo
razmatrati skelarni produkt -{-,-} na skupu D’ svih klasa ekvi- 1
valencije f€D(A)) za koje je T““(a’) =0, k = 0,1,...,2n-1 ,
S obzirom na primjedbu II,3,6 imamo '

L2(a b,Ir|) = L2(a a’,iry) C)La(a' b,Ir]) ,

pri demu Je suma ortogonalna u odnosu na skalarni produkt (-,°) .,
Vrijedi

D= (L2(a,a',|rl)ﬂeb') ® (Lz(a',b,\r\ ND)

~pri demu Je suma ortogonalna i u odnosu na skalarni produkt { R }
Prema dijelu (a) ove propozicije i primjedbi 1.2, skalarni produkt
{-, } ima konadan broj, recimo ¥4, negativnih kvadrata na
do'ﬂIJ(a ,byir1) . Na osnovu propozicije II.%4.1 skalarni produkt
{, }» ne degeneriSe ni na JD’(\Lz(a',b,\r\) ni na JD/(VLe(a a’,iry) d
Po3to pretpostavljamo da skalarni produkt { -} ima konadan broj,
recimo s oy negativnih kvadrata na 2D’ (\L (a,a’,ir|) , na osnovu

- lema 1.1 i 1.2 iz (62] dobijamo da skalarni produkt {-,.} ima
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'3*’—1 + %% negativnih kvadrata na D', S
Ofigledno je dim oD(A )/JD’= 2n . Neka je ¥ S D (Ao)

potprostof' sa osobinom {f £1< 0 (£r€¥F\{0}) . Prema upravo
dokazanom'je dim (9’ ﬂeb)<3€ + %, o Neka je fl,...,f\) baza
potprostora FND' i neka su Tiseeesfysfy qaevest GOD(A ) -

v+k
11nearno nezav;snl. Tada su £, jyeeesf, ) linearno ‘nezavisni po

- modulu 2’ . Zaista,

k y k v
rgl-fdfwd e”i) , onda jz_'l‘gjfwj = ¥ Z;f;

i=1 ‘ 7
Posljednjd jednakost daje 7{ =% =0, 5= 1eea,k, i=1,...,Y,

Zbog toga je k <2n . Dakle dlm?‘<z€'1 +3€2 +2n , tj. skalarni
produkt { } ima konadan broJ negativnih kvadrata na Q(A ) .
Propozlclja Je dokazana.

IEMA 1.3, Pretpostavimo da operator A zadovoljava uslov
(Pl) Tada za svako simetricno prosSirenje A operatora .Ko, u
12 (a b,r) skalarni produkt [A-,7] definisan na oD(A) ima
|konadan broj negativnih kvadrata.

DOKAZ DokaZimo prvo da skalarni produkt l:f\ -] definican
na JO(A) ima konaZan broj negativnih kvadrata. Prostor
(c@(}\. ), 4, -}) je pred-Pontrjaginov prostor. PoSto je operator i
zatvorenje operatora Ao , za f£€D(A) postofi niz (fk) o‘D(A )

tekav da f, —> f (k —> +00) po normi prostora L2(a,b,\r\) i

{fk - fm’fk - fm} —> 0 (k,m —>+00) , Odavde slijedi da je niz
(fk) .Cauchyjev niz u pred-Pontr,jaginovom prostoru (o@(ﬁo),{' ,"}) 9

vidite [62, §2.4] . Prema tome prostor (D(A),[A+,-]) moZemo
smatrati potprostorom kompletizacije prostora (@(Ko),{-,-}) do
Pontrjaginovog prostora. Takva kompletizacija postoji prema
teoremu 2,5 iz [62] . Dakle skalarni produkt [A+,<] ima konadan
bro;j negatlvnlh kvadrata. Neka je A simetridno pro3irenje operato-
ra A u I° (a,b,r) . Tada je  dim D(A)/D (L) kona¥na i na isti
nadin kao u dokazu dijela (b) propozicije 1.1 moZe se pokazati da
‘skalarni produkt [A',-] ima konacan broj negativnih kvadrata,
Lema je dokazana, o o

l.3. Sada éemo formulisati drugu pretpostavku
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(P2) Neko hermitsko proSirenje A operatora Ko u L2(a,b,r)
ima neprazan rezolventni skup. ’

Za kompleksan broj A kaZemo dakde tadka regularnog tipa
Zatvorenog operatora T u Hilbertovom prostoru (#,(,-)) ako
je R (T -AI) zatvoren potprostor u # i ker(T - AI) = {OY.
"Skup svih tafaka regularnog tipa operatora T oznalavamo sa r(T) .
Skup r(TY je otvoren ( [6O, propozicija 8.1]) .

PROPOZICIJA 1.4, (vidite (14, lema 3.1]) Slijedede izjave
a1 ekvivalentne sa (P2). _
(P2°) Za neko hermitsko pro3irenje A operatora i u L2(a,b,r)
| i za neko A€ ¢ rang R(A -'XOI) je zatvoren.
- (P2") Z§'neko 1.°€ ¢ rang R(A —'KOI) je zatvoren.,

(P2") 24 bilo koje hermitsko prodirenje A operatora Y
1?(a,b,r) vwrijedi Q(A) £ @ . | T

, DORKAZ, Implikacije (P2") => (P2) => (P2°) su oc‘iigledne.

Da bi dokazali (P2°) = (P2”) razmotrimo, pod pretpostavkom (P2°)

?skup 9Z(ﬁ l I) o Buduéi da jJe faktorski prostor '

C R(A - A I)/ﬂl(A - 21D | (1o4)
konalno dimenzionalan i gl(A - 1 I) je zatvoren, potprostor
QZ(A - 2,I) mora takode biti zatvoren. |
‘ Sada éemo dokazati (P2”) => (P2") , Neka Je a”¢ (a,bfj;
Razmotrimo réstrikciju Al operatora A na domen ‘ o

:D(Al);.{ffe D(R) = t(a)y-0, k= 0,1,...,2n-—1}. (1.5

" Koristeéi?Glazmahov metod dekompozicije pokazuje se da je operator
A, - zatvoren. Kako je faktorski prostor | R '

RE =X I)/RA; -2 D) | | - (1.6)
"konaéno dimenzionalan i R (4 - ).I) je zatvoren, to potprostor
'_gl(A ~ A, I) mora biti zatvoren. Jednac1na (A - loi)u =0

ekv1va1entna Je sa problemom

L@ -aria0, T8 a0  (k=0,1,...,20-1)

| koji ima samo trivijalno rjeSenje wu = O , Préma tome (P2%)
povlaél da skup r(A ) , tadaka regularnog tipa operatora Ayy nije
prazan. Skup r(A ) je otvoren poddkup kompleksne ravni, PoSto Je
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: faktbrski skup ,
| R(a -21)/R(4) -2I) (A€ §)

‘konalno dimenzionalan, rang R (A - AI) je zat#oren za svako
AE r(Al) . Zbog toga je '

"

Buduéi da je Lg(a,b,\rl) separabilan prostor, skup (5P(A) je
‘prebrojiv. Poito A€C _(A) povladi A e GP(A) , imemo da je

0 (R) takode prebrojiv skup. Dakle inkluzija (1.7) povlali
0(a) £ 9 : : Propozicija je dokazana,

PROPOZICIJA 1.5, (vidite [14, korolar 3.3]) Uslov (P2) je
zadovoljen u sllgedec1m slucajevima,
(a) Za neko hermitsko proSirenje B operatora B u L2(a,b,\rl)
|nula je izolovana talka skupa O(B) ili- 0€Q(B) .
(b) Za svaku singularnu rubnu tafku a ili b problema (1.1)
postoji a‘’€(a,b) ili b’ € (a,b) takvo da teZinska funkclaa r
" {ne mijenja znak na (a,a’) ili (b7,b) ’ respektivno.

PRIMJEDBA 1.6. Ako je problem (1.1) regula.an, prema
 teoremu II.6,3 imamo slulaj (a) .

DOKAZ propozicije 1.5.(a) U sluaju da O&Q(B) oéig;édno
je da 0¢Q(A) za A = JB, Ako je nula izolovana talka spektra
G(B) , vrijedi K. (B) (ker(B))CL) , pri demu je ker(B) nul-pot-
prostor operatora B i (1) oznadava ortogonalni komplement u .
L2(a,b,\r|) . Dakle, R (B) je zatvoren potprostor, pa je i
R(A) = JR(B) takode zatvoren potprostor, tj. operator A zado-
voljava (P2°) =za Ao =0 ’

(b) Ovdje ponovo koristimo Glazmanov metod dekompozicije.
Pretpostavljamo da je samo a singularna rubna tadka problema (1.1).
Ako Je b 1ili ako sui a i b singularne rubne tadke, postupa
se na slidan naldin. Koristimo notaciju uvedenu u primjedbi II.3.6.
Ako Je A'= (a,2] "1 A' = [a’,b] , onda za domen 0 (A;) uve-
den u (1 5) imamo

oD(Al) = DE) @ D)

21
L AISAAIQA".

- Da bi to dokazali treba koristiti propoziciju II.4#.5 i primijetiti
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'da Je
RGOS Paat,ir) , Rk € 1P b1zl

KA’ = Kl.a(KA’) i AAII = AL‘D(AA") .

Iz primjedbe 1.6 i propozicije l.4 slijedi da postoji ‘A € ¢\JR
takvo da je SQ(KA' -?\OI) zatvoren potprostor. Kako ge KA;
zatvoren simetrilan operator u Hilbertovom prostoru L (a,a’,r)
rang R(iy - A oI) Je takode zatvoren. Odavde slijedi da je
92(A -1 I) takode zatvoren. Po¥to je faktorski prostor (1.6)

konaéno dimenzionalan rang R -2 I) je zatvoren, tj. uslov :
(p2") Je zadovoljen. Propozicija je dokazana.

III;Q. "Definitibilnost hermitskih prosSirenja u Lg(a,b,pl

2.1, Neposredna posljedica razmatranja u odjeljku 1 je
slijedeéi teorem.

TEORFM‘2‘1. Pretpostavimo da operator A zadovoljava
uslove (Pl) i (P2),., Tada Je bilo koje hermitsko pr051penje operatora

-~

Ao u' L (a,b, r) definitibilan operator.

DOKAZ, Neka je A bilo koje hermitsko proSirenje operatora
ﬁo u L2(a b,r). Lema 1.3 povladi da skalarni produkt [A-,] defi-
nisan na oO(A) ima konadan broj negativnih kvadrata. Na osnovu
{47, I.3(c)] =za operator A postoji polinom p takav da
[p(A)£,f] 20 (£€D(p(A))) . Po¥to prema propoziciji 1.4 imamo
?(A) # @ , operator A je definitibilan. Teorem je dokazan,

2.2, Nadalje u ovom odjeljku pretpoétavljamo da su ispunjeni
uslovi teorema 2,1 i A oznalava proizvoljno hermitsko proSirenje
operatora Ko u Kreinovom prostoru L2(a,p,r) « PoSto je operator A
‘definitibilan, prema spektralnoj teoriji definitibilnih operatora u
Kreinovim prostorima postoji spektralna funkcija sa kritiénim
talkama operatora A (vidite [#7),[41],[23] ). Spektralnu funkeciju
operatora A oznadavaéemo sa E , Slijedela osobina spektra dpera-
tora A Je neposredna posljedica njegove definitibilnosti.

‘ Spektar operatora A van realne prave sastoji se od konadno
mnogo parova izolovanih svojstvenih vrijednostiv7\,kf o Linearni
omotaé¢ korjenih potprostora koji odgovaraju svojstvenim vrijednostima
iz‘gornje poluravni je neutralan potprostor Kreinovog prostora




79

| PRIMJEDBA 2.2. Na osnovu (47, I.3 (b), (c)] (vidjeti takode
[as, §2.5}), za operator A postoji polinom q takav da
CAq(A)2,q(A)f] 20 ( £ €D(Aq(A))) . (2.1)

Za polinom q sa osobinom (2.1) kaZemo da je mininmalan (s obzirom
na osobinu (2.1)) ako je bilo koji polinom ql(£0) koji ima osobinu

(2.1) 4 koji 4ijeli polinom q , umnoZak polinoma gq sa konstantom,
U ovom odjeljku sa q oznadavamo minimalni polinom s obzi-
rom na osobinu (2.1)

PRIMJEDBA 2.3, Skup nula polinoma qq* van realne prave
podudara se sa spektrom operatora A van realne prave, Realan broj
A# O Je nula polinoma q ako i samo ako je A 1ili kritiéna
tadka operatora A 1ili svojstvena vrijednost operatora A sa
osobinom da je A[£,f] <O za bilo koju svojstvenu funkciju £
operatora A koja odgovara svojstvenoj vrijednosti A . Dokaz ove
8injenice je slidan dokazu leme 3 u [23]. Koristeéi isti metod
moguée je dokazati da je q(0) # O ako i samo ako postoji definiti-
zirajuéi polinom p operatora A za koji je |p(O)j+ |p°(0)|>0O,
Ako je q(0) = O , prema [47, korolar II.5.2.3] slijedi OGO'p(A) .

- Ako je X vektorski prostor sa skalarnim produktom
[+4] , onda sa ® (£,[-,])e_(X sL*s ) , respektivno)
oznalavamo najmanju gornju medu (¢ +o0) dimenzija pozitivnih
(negativnih, respektivno) potprostora prostora £ ., Unjesto
- 9‘-1(%,[7,-]) Sesto pifemo aet(i) . |

Slijedeta lema bavi se proizvoljnim Kreinovim prostorom
(XK, [’,']) . Za potprostore € i ¥ Kreinovog prostora & kafemo
da &ine dualni par ako ‘ENFt = € nF = {0}.

% : LEMA 2.4, (vidite [7, teorem IX.2.5] ) Neka Je % kona&no
R dimenzionalan potprostor Kreinovog prostora (J,[-, 1) . Stavimo
F° = ¥ NFL, Tada postoje potprostori 3—1, 5"2, 5"'5 prostora

X takvi da je F°wmF, = ¥, ?°c¢:f2=$‘l,?3 i E°

&ine dualan par i za prostor J<C vrijedi slijedeéa dekompozicija

JC= ‘?1[;]}7—2t-‘-](?—°;¥3) . (2.2

|Kreinov prostor K je Pontrjaginov prostor ako i samo ako je

(32'2,[' +*]) Pontrjaginov prostor (ili ekvivalentno ako je
®_(Fr)<+o0),




L I 10 ﬂ postoji potprostor 9:3' takav da F° i }7'3 gine

fnaz:.va rang indefinitnosti tadke A (u_ odnosu na A) , Sa’
71_;_;00.: (A) oznaéavamo skup tafaka A€ c(A) za koje je %(A,A) = +00 ,
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U ovom slucaju Je
o ae (]C) =3_ (F 1) + 92 (0‘2) + d1m?’° ' (2.3

DOKAZ Ofigledno vrijedi dim# c'°<~+,°° o Prema [7, lema

. dualan par.‘Na osnovu lema I,10.1 i I,10,3 i korolara I,11.9
iz [7] direktna suma F° i »&"3 je konadno dimenzionalan potprostor

hi skalarni produkt [-,-] ne degeneriSe na F° i F, , pa je

(ff”o + ?3,[ ) Kreinov prostor. Stavimo 51' =5 NF
Podto’ je f} + .‘T'L K ([?7, lema I1.10.8]) ,‘ sllaedl

. ?o [+3?- . Zaista, za bilo koje xe F imamo x = xo + X3

.za neko x 6-9"0 i e? . Kako je xoesr°<_:5r , to 1;36.? ’
'ta.:xeg"n? .’7‘7'

1 ° Prema [‘7, teorem 1.5, 4] skalarni produkt'._i
[~y -] ne degenerlue na 9_1 o Bududi da je dlm?' { + 00, prostor
(.'71,[ -]) je Kreinov prostor. Kako je (F° + .7' )_J__Srl, to je
i prostor ((F° + F 3) ) .7'1,[: -]) Kreinov prostor. Odavde,
prema teoremu V.3.4 iz [7_] potprostor (F° &+ F ){+]3'1 je

ortogonalno dopunalv u Krelnovom prostoru XK s tj. za potprostor

ya o= ((?— +g:5)[+]?'1)

,vrl,jedi dekompoz101;ja (2.,2).1z definicije potprostora J‘ P doblja-r
mo ?’2 =S’-‘ N 51"3 , Pa na slidan naéin kao i za (f zakl;uéuaemo,

dg Je pptprostor 9'2 zatvoren, Fon 9"2 = {O} ’ 32‘0_1_.?-'2 i
F O 7‘2 - 9”‘" o Posljednje dvije izjave leme slijede iz dekom-°
. pozicije (2,2) . Primijetimo da vrijedi dim ¥° = dim S" ([7,
lema I.10. 3]) . Kako Jje Sl-'o neutralan potprostor, odavde slijedi

(?o o 9'3) (='3e (F° & 9'3)) d1m?’° . Lema je dokazana,

Za A€IR oznadimo sa ?e+(7\,A)(ac_(7\,A) , respektivno)

minimum brojeva 4N (E(0)IK) (¢ (EA)IK) , respektivno), pri Zemu
- Je A bilo koji otvoren interval koji sadral Ai
ey c(A) ncia) e {ry}. Stavimo
®(,4) - mnfae CWOR WL I

Ova velilina je pozitivna ako i samo ako je A€c(A) i ona se




”'ilpozitivan. Ovo nije moguée jer A€c(A) i polinom t v tq(t)d?t),
"jovaj polinom je' negatlvan u nekoj okolini take A ,

. "viSestrukost mofemo ga zanemariti. Pretpostavimo da se negativhi
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Sa j;(A) oznalavamo korjeni potprostor operatora A
kOJl odgovara svoastvenog vrlgednostl A . -

PROPOZICIJA 2.5. (a) Sve (realne) krltlcne tadke

operatora A su ‘svojstvene vrijednosti operatora A .

(b) Vrijedi coo(A)C{O o}, N

(¢) Ako je realan broj A £ 0O krltlcna tadka operatora A ,
onda postoji svojstvena funkclga f operatora A koaa ngovaré'
A takva da je A[f,£1<0 . | B

- (d) Operator A ima pozitivan i negativan spektar, oba beskonad-

ne viéestiukosti,‘odnosno na obe poluose (-00,0) i (0,+00)
postoji ili beskonacdno mnogo svojstvenih vrijednosti ili«taéaka

neprekldnog spektra,

DbKAZ.« Izaava (a) ove propozicije je poslaedlca propo"l—
“eije II.5.4 iz [47] i primjedbe 2.2. | | . -
(b) Neka je A€ c(AN{O,+0} i neka je A zatvoren interval
koji sadrZi A u svojoj unutraSnjosti i A;(\Q(A) = {l} Primije-
‘niéemo lemu 2.4 na. Kreinoy prostor E(A

‘no dlmenzionalan pot 5'
propozlclje II S.1 1kII5
 potprostor J&(A) _nenegatiy
CF (s Ji(A) ) 1z dekomp zi

,-1mamo

®_(E()I2(a,b,2)) =n_(F)) + ain(F O
i ovaj broj je nezavisan od A . Dakle, za A> 0,
% _(A,A) =3 _(F)) + aim(FO)< + 00,
.Né sliéan'naéin se pokazuje da za AL O vrijedi
e, (A,A) =% (F) + din(F O 400,
(¢) Neka je A> 0 i neka je ker(a - AI) pozitivan potprostor
" prostora Le(a,b,r) . Kako je potprostor ker(A - AI) kona&no
‘dimenzionalan, on je i uniformno pozitivan, pa je i ortogonalno

~dopunjiv u Kreinovom prostoru Lg(a,b,r) Odavde slijedi
;ker(A -XI) = £ (A) . Dakle potprostor: 3&(A) je uniformno

t€t Je def1n121raguc1 polinom operatora A (vidite (2.1)) i

.(d)_ PoSto spektar operatora A van realne linije ima konadnu'
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A‘spektar operatora A sastoji od konadno mnogo svojstvenih vrijed-
nosti, Neka su A_ i A, disjunktni intervali iz IR takvi da
rubne tadke ovih 1nterva1a nisu kriticne tacke operatora A ,

nula je uhutrasnja talka intervala A j, A/ Nea)<s{o} , A 1 Je

~'konacan interval sadrfan u (-,0) i & 3‘5(A)f\(-oo 0) . Neka
je A2 _IR\(A UAl) . Tada je potprostor E(Al)L (a,b,r) konaéno

- dimenzionalan. Koristeéi Q(A) N (-oo, O)(\[& i primjedbu 2.2,
na isti na01n kao u dijelu (b) ovog dokaza, moZe se pokazati da je
2 (ECA )L (a,b,r))<{ + 0o, Na isti nadin dobijamo da je i

: K;(EQQQ)La(a,b,r))<-+oo. Odavde SllJedl da je ge_(L (a,b,r))< + 00,

Ovo je koatradikcija jer indefinitnost funkcije r povladi
zq_(Le(a,b;r)) = + 00 , Dakle negativni spektar operatora A ima
beskoﬁaénu viSestrukost. Na slican nalin se pokazuje da pozitivni
- spektar operatora A ima beskonadénu viSestrukost. Propozicija
Jje dokazana,

PRIMJEDBA 2.,6. Na osnovu primjedbe 2.3 i propozicije 2.5
realan broj A £ O Jje nula polinoma q ako i samo ako Je ’
svojstvena vrijednost operatora A 1 postoji odgovarajuéa svoJj-
stvena funkecija f z3 koju je A[£f,£]1€ 0 .

| Specijalno, ako je spektar O(A) diskretan, prema propozi- :|
ciji 2.5 (d), operator A ima beskona&no mnogo negativnih i

'« beskonadno mnogo pozitivnih svojstvenih vrijednosti. PoSto je u

ovom sludaju svaka svojstvena vrijednost operatora A 1izolovana
tadka spektra G(A) imamo cS(A) c {0} . Odavde slijedi da skalarni
produkt [-,-] ne degeneriSe na korjenim potprostorima koji odgo-
varaju realnim svojstvenim vrijednostima operatora A 1 ov1 pot-
prostori su ortogonalno dopunjivi u Kreinovom prostoru 12 (a,b,r) .
Oznaldimo sa 'Mi, broj negatlvnlh kvadrata skalarnog produkta
[A:,s] definisanog na D(A)

PROPOZICIJA 2.7. Operator A 1ima najmanje Ni. svoJstvenih
: v:ijednosti A (radunatih onoliko puta kolika Jje njihova algebarska
viSestrukost) u zatvorenoj gornjoj poluravni sa slijedeépm osobinom:

Ako je A ¥ o, onda postoji odgovaraauca svojstvena funk01aa £

operatora A za koju je A[f,f]¢

DOKAZ, Na osnovu primjedbe 2,6 u zatvorenoj gornjoj polu-
ravni postoji konaéno mnogo svojstvenih vrijednosti sa osobinom
~navedenom u propoziciji . 2.7. weka su A, i A, disjunktni
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intervali u IR , takvi da njihove rubne tadke nisu nule polinoma
. q , oni ne ssdrZe nenulte nule polinoma q 1 OEA 3 PE A .

'. Stavimo JC - E(%)L (a,b,r) , :.7{:1 = E(Al)L (a,b r) i neka je
‘7(2 _ortogonslni komplement potprostora 7{0 e5] Jfl u (La(a,b,r),[',;]

Tada je A‘JC pozitivan operator u Kreinovom prostoru /(JCl, L, 1,

tJ. skalarn1 produkt [A+,*] Jje pozitivan na X, ND(a) .
Oznadimo sa NA ( ’ respektlvno) broj neg;atlvnlh kvadrata skalar-

nog produkta [A',' definisanog na K (K5 respektlvno). Na

sli&an nadin kao u dokazu propozicije 1.1(a) dobijamo da je

4{:  A +Ml =3, . Buduéi da Je Al ogranicen operator i
, ~

'OEQ(A‘J( %, prostor (\7(2 (A+,]) Je Pontrjaginov prostor sa

1ndek' om RA . Operatcr A\l je hermitski u ovom Pontraaglnovom

pros’coru, pa pOStOJl KA—dlmenmonalan nepozitivan potprostor J.
1nvar1,]antan za A i takav da je QJ(A‘:] sadr¥an u zatvorenog

gornjoj pdluravni kompleksne ravni (vidite [62 teorem 12.17]).
 Matrica Al:] ima "R'p svojstvenih vrijednosti (radunatih prema

njihovoj algebarskog v1sestrukost1) u zatvorenoj gornjoj poluravni
i za svojstvenu vrijednost A matrice A‘U (vrijedi X # 0)
. postoji odgovarajuéa svojstvena funkcija f (e :7__)l za koju ‘je
[af,£]€0 , tj. A[f,£]¢ 0 . Dakle operator A|7<2 ima najmanje
,'%A svo,jstvenih vrijednosti sa osobin‘om navedenom u propoziciji.
Sada éemo dokazati dim( YO(A))?%&A . Primijeniéemo lemu
" 2.4 na Kreinov prostor (J{o,[- ,*)) 1 njegov konadno dimenzionalan
potprostor JDO(A) . Vrijedi dekompozicija (2.2) sa ¥ = fO(A)
o
i odgovarajuéim 3‘1, 9’2,9'3 i F° , Napomenimo da ¥  oznalava
izotropni dio potprostora :IOO(A) u JC . Potprostori 3'9,\?71,
? ,;Z' i 9' su invarijantni za A . Zaista, to je oligledno
za ?' i 51' Ako x<€ F° , onda je [x,5] = O za bilo koji
ye F . Tada‘vrlaedl Ax € F i podto za bilo koje yeF vrijedi
Aye ¥ imemo [Ax,y] = (x,Ay] =0 za sve y&F . Dakle Axe€F° .
‘Napomenimo da smo ovdje pokazali da je potprostor F ° sadrfan u
izotropnom dijelu potprostora DOO(A) s obzirom na skalarni
- produkt [A-,-] . Potprostori 3’ i .‘:72 ‘su invarijantni za A

jer vrijedi F° th ?'L = F i 52’ Hd, = 3’ . Ns. osnovu
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propozicije II.5.2 iz [47], teorema 1.(v) iz [23] i primjedbe 2.2

: 3"1' je nenegativan potprostor prostora (J-(’o,[A',-]) . Potwprostor
(?2,[A-,-]) Je pozitivan. Zaista, neka je x€3'2 takav da je
[Ax,x] =0, Cauchy+Sc’hwarzova nejednakost za skalarni produkt

| [A+,] na .?'2 povladi da je [Ax,y] = 0 (y € ?’2 . Posto

, Axe ?2 i na potprostoru ?’2 skalarnl produkt [-,-] ne degene-
rie, slijedi Ax = 0 , tj. x€ker(A) . Kako je ker(A) < JO (1) ,

imamo .x_L.?'er, i odatle x = O . Oznadimo sa 2¢ i ' broj ' -
negativnih kvadrata skalarnog produkta {A:,-] na ?'1 i F° i .?_3‘

-respektivno, Tada imamo % +73¢" = :RA . Oc1gledno Je 2 ¢ dlma‘ .

’Vri;jedik dim #° = dim 573 i prostor (F°,[a°,7)) je neutralan.
Odavde sligjedi w' ¢ dim F° . Zaista, neka je < izotropni dio
prostora (3° + ?B’EA'l"]) . Tada je ((F° + ?—'3)/7 LA, 1)

~ kona&mno dimenzionalan Kreinov prostor sa ®' negativnih kvadrata.
Njegov potprostor 3’9/(7 = F°/3N ¥°) je neutralan (s obzirom
a [A+,-]) i dim((F° & ?'3)/3 ) = 2 dim F° - dimJ.Zbog toga je

| dim(?°/:{) = Adimg-'o - dim( "IN ,Sf°) ¢ 2 aim¥F° - din Y - "
aim(F°/J) = dimF° - dlm('Jn ¢

‘Odavde imamo

_ ’ 3 < dlm.’r"' - (dimY - dim( I N F°)) ¢ ainF° .
'Poéto Je dim fO(A) = dim O + dimgl » zakljudujemo

dim fo(A)z w4+ = w .

Propozicija Jje dokazana.

LEMA 2.8, Neka je (FX,U+,°]) Kreinov prostor i T hermit-
ski operator u (X, [*,]1) . Neka je T potprostor Kreinovog
prostora K takav da je (J,U-,<]) takode Kreinov prostor, J
Je invarijantan za T, operator '1] Jje ogranien i

6(1]3)ﬂ(000]-¢.Tada3e3€(5 Ty1) = (T, tr-,-1) .

Ako se posljednji uslov zamijeni sa G(C%)ﬂ lo, +00) = @ , onda
o rijedi 2, LT ,0,e]) =2e (“J (-, . | ’

DOKAZ Iz uslova O ('I‘|3)ﬂ(-oo O] = § slijedi da se Riesz~

_Dunfordov1m runkclonalnlm radunom moze deflnlsatl operator (113)1/ 2

Ty




85

koji jeltakode ogranicen hermitski operator na Kreinovom prostoru
'(U [ J) i OC.g((Th)l/2) Odavde je odigledno ¢ (ﬂ -, n
=9t (‘j [T1/2 Tl/2 D = 3¢ (f] -, ]) Posljednja tvrdnja leme.

doblaa se 12 veéd dokazane tvrdnae prelaskom na operator 'T;'

PROPOZICIJA 2e 9.‘ Vrijedi slijedela nejednakost

Zn(lA)+Zu(7\A)+% aim K(a) < % . (2w

Iml>0

U (2.4) vrigedi znak jednakosti ako i samo ako je q(0) £ 0.

-DOKAZ. Ako je A <O (A>0, respektivno), onda je velilina
‘3{+(1,A) GR_%A,A) , respektivno) pozitivna ako i samo ako je A nula

‘ polinoma q . Neka su Ai,...,l; negativne i 2{,...,)+

m pozitivne

~nule pollnoma q . Neka su- [3 s J = 1,...,k (Aﬁ J= lyeee,m, -

respektlvno) konalni, otvorenl, medusobno disjunktni intervali
sadrzan1 u (-OO;E) (Ce, +00) ’ respektlvno), za neko £€> O , za

koje vrijedi ?‘j G_A , ;j = l,...,k (AJQA sy J=1y00.,m , Tespek-
tlvno) Stav1mo |

l’ooc’k,
1l = l,onn,m 9

jd ). E(AG)L (a,b,7) , K = B(AHIP(a,b,7)

k m
P £ K57 u;z;c; (AW K. @)
. . Im1>0

- Sume u (2 5) su direktne i ortogonalne s obzirom na skalarni produkt
[ . ] 'Potprostor K’ je ortogonalno dopunjiv u Kreinovom prostoru
Lz(a,b,r) . Njegov ortogonalni komplement oznadimo sa X", Potpros-
~tori X’ i X" su invarijantni za A . Oznadimo sa.‘Kk.(3%f, respek-
tivno) broj negativnih kvadrata skalarnog produkta [A°,] na K’

(N .;Q(A) s respektivno) . Vrijedi ’Z&A + acz =3¢, o Prema tome

v , |
® <% i ovdje vrijedi znak jednakosti ako i samo ako je Achv

nenegativan operator u (3(” [, ) . Neka je ¢ viSestrukost nule
kao nule polinoma gq . Tada imamo

E\A X,A xJ > ( XE@(AT+1)OK/')




(E1%)

:Ji,zbog minimalnosti polinoma q , broj T Je minimalan broj sa

: gornjom osobinom. Dakle, MJ{ je nenegativan operator u (JCZE-’J )
=0, tj. q(O);éO.
Iz definicije potprostora ' slijedi _
2 ‘ (=) e s ' (+) rav . = aj |
= J s (JC-‘ Ay ) + Y w (YT, (A0, 0]) + dim kH(4). (2.6)
A -‘,;JZ-.-l -9 *E 32::1 -t ’ :\?TS(A’)
' ImA>O0

ako i samo ako je T

Na-Sliéan nadin kao u dokazu propozicije 2.5(b) primijenjujuéi

“lemu 2.4 na Kreinov prostor CJ{(+) L, i naegov potprostor
J%j () =F (sa odgovara3u01m .f 9r 3 iF° iz leme 2.4)

'doblgamo

2 (Jd§+)) - (F 1) + ain¥° =2t (AT,A) . | (2.7)

Po$to su potprostori J‘l, 52 i F° $.gé invarijantni za A i
| pdéto Jje skalsrni produkt [}','] pozitivan na gra,‘iz dekompozi-
cije (2.2) slijedi , :

% (K, ) =x (Fp, D) dlm?'O (2.8
lU dokazu leme 2,4 v1d3e11 smo da je (F,,[,]) Kreinov prostOﬂ
Zbog F = ~}f;_{(}‘.) vrijedi 6(Ai§l) = {7\1} , ba lema 2.8 povlgc;
_ w (F) = (F, D | (2.9 |
' ,Jednakostl (2.7,8 i 9) daju . | '

e _(K$H [ae,0]) = (AF,0)

Na isti nadin dobijamo

K _ (:7((-‘-) EA‘.;"]) = 2&_(1+,A) ’ J = lyeee,m ' | (2,10}

2 (.7{<+), Ay D) =2, 5,0, 3 = Lyeenk (2.11)
Zamjenjujuéi u (2.6) odgovaraauce vrlaednostl iz (2, 10) i (2.,11) -
dobljamo

: k m
. ’ - . +
% 23 = Ef@f(?\ JA) + Elag_(x JA) + ; dim H(4) .

i Imk>0
Propozicija je dokazana,

PRIMJEDBA 2.10, U ovoj pr1m3edb1 koristimo oznake iz
prethodnog dokaza., Iz dokaza propozicije 2.7 SllJedl é dlm\y)(A)




Zbog toga imamo
9?» 43*’- + dlmbp () ,

prl cemu je QCA jednak broju sa 1lijeve straneuu'nejednakosti (2,4).

' Ako je potprostor ker(A) ortogonalno dopunjiv u I?(a,b,r)q

‘onda je né osnovu korolara I1I.5.2.3 iz [}7] operator Akﬁc" ne-
negativaniu Kreinovom prostoru (7 ,[',*]) . U ovom sludaju

vrijedi 4(0) £ 0. |
e P@ema primjedbi 2.6 realan broj A # O pojavljuje se ha‘’
lljevoj stranl nejednakosti (2.4) ako i samo ako je A svojstvena
»vrljednost operatora A i postoji odgovarajuéa svojstvena funkcija
f oper.atora A za koju je AF,f]<0.

Propozlvlaa 2.9 je poopitenje teorema 1.1 iz 55] i
__teorema 2 iz [54]

2;3. Posto se spektar operatora A van reslne prave
sastoji o@ konadnog broja (4.221) svojstvenih vrijednosti, propo-
zicija 1.4 povladi da su talke Y otvorene gornje poluravni tacke
regularnog tipa za operator Fy , Sa izuzetkom od najvise ﬂi
taFaka. Iduzev u ovim posebnim tadkama, defektni broj

dlm(ﬂz(A +”CI)<JJ) je konstantan u gornjoj poluravni (oznadimo
ova]j brojisa m+) . Odgovarajula izjava vrijedi i za donju polu-
ravan kompleksne ravni sa pripadnim defektnim brojem m_ .

PROPOZICIJA 2.12. Defektni brojevi m_ i m_~ operatora
L ' su medusobno jednaki i jednaki su defektnim brojevima operato-
ra 8. '
N DOKAZ, Neka je % tadka regularnog tipa operatora A
iz gornje’polur5vni. Tada je dim(R (A -'ZI)(l)) =m,_ . Prema
- propoziciji 1.4 vrijedi T € ©(A) . Buduéi da je
aim(A - YI)D(A)/(A -5I)D(R) =

imamo

m'i = dim IA)/D (L) = dim.D(B)/iD(ﬁ) .

, +

. Prema tome m < +00 i defektni broj m, Jje jednak defektnom broju
o zatvorenog simetrilnog operatora B u (Le(a,b,lrl),(',‘)) « N
slidan nadin pokazuje se da je defektni broj m_ Jjednak defektnom

-‘-“'brodu~operatora B . Na osnovu teorema II.4.2 defektni brojevi
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operatora B su jednaki i propozicija je dokazana.

' Vrijedi slijedeéi analogon teorema II.6.1.

' TEOREM 2.13. Rezolventa R(A,A) = (A - AI)™1 (A€Q(A))
bilo kog hermitskog prosirenja A operatora £ u L2(a,b,r) kje
integralni operator sa jezgrom H(-,*,A) , tj. za.klasu ekvivalen-
cije f€I°(a,b,r) i FEf wvrijedi

b . ~ .
(H(+,8,0)f(s)r(s)ds € R(X,A)E .
a
Jezgro H(-,-,2). zadovoljava uslove
b > b 2 ‘ '
S1H(x,8,2)|“|r(s)[ds <+ 00,  (|H(x,5,0)|  [r(x)]ax(+00 .
a ) . a :

Ako operat%r A ima indeks defekta (2n,2n) Jjezgro H(-,:,A)
¥ definise Hilbert-Sdhmidtov operator u prostoru L2(a,b,r) s, te
| vrijedi

b b P
S § IH(x,s,1)| |I‘(X)[ Ir(s)l dxds {+ 00 .
8 ,

Unjesto kompletnog dokaza ovog teorema napomenimo da je
teorem oligledan ako 0€Q(A) i A =0 , podto je u tom sludaju

A-l 1

a B J 1iiz téorema JI.6.1 slijedi da integralni operatori

31 4 gd imaju jednaka jezgra. Sludaj kada xo‘ee(A)ﬂIR

moZe se svesti na upravo spomenuti specijalan sludaj, jer je
hermitski operator A - XOI u L2(a,b,r) pridruZen diferencijalnoj
" jednalini 'K(E) - )brf =Arf i vrijedi O© EQ(A - lbI) . Nije - .
poznato da 1li se i dokaz teorema 2,13 moZe svesti na teorem II1.6.1.
Teorem 2,13 dokazuje se na slican nadéin kao teorem II.6.1 , odnosno
teorem 1 u {56, §19]. Da bi ilustrovali neke od razlika koje se
- pojavlijuju u dokazu teorema 2.13 u odnosu na dokaz teorema 1 u
(56, §19] istidemo jedan korak ovog dokaza (uporediti sa [56,
~ 8tr.219-220]) . | N
| Jednakost

g = R(A, AL ,' £ €1%(a,b,r) , A€ g(A)

'Je ekvivalentna sa

Ag -Ag =f .

Imamo Ag = u sako i samo ako je {(§) = ri za neko Hecu . Zbog
toga Jednakost u - Ag = £ , tj. jednakost ru - Arg = rf daje
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L@@ - ATg = rf , 2za neko’ fes . - . (2.12)

Sada primjenjujemo rezultate iz §16.4 u [56] , pri Eemu Je u
relacijif(zu) iz [56,5§16.4] f zamijenjeno sa rf i L(y) je
2amijenjeno sa f(@) - Arg , da bi dobili opSte rjeSenje jednaline
(2.12). | e
' PRIMJEDBA 2.14. Ako je indeks defekta operatora A jednak
(2n, 2n) , ‘onda je, prema teoremu 2. 13, rezolventa bilo kog hermit-
skog prodirenja A. operatora K u 12 (a,b,r) kompaktan operator.
U ovom slucaau operator A ima dlskretan spektar, U regularnom
| slucaau jézgro H(*,-,A) moZemo odabrati tako da su funkeije
jk( j , J.k =0,1,...,n~1 neprekidne na [a,t]X[a,b] .

; PﬁOPOZICIJA 2.15. Pretpostavimo da za svaku singularnu

¥ rubnu tacku a ili b problema (1.1) postoji a’e(a,b) ili

- b’ e_(a b)° takvi da skalarni produkt {-,} (vidite (P1)) ima
kona&an broj negativnih kvadrata na skupu svih klasa ekv1va1en01ae
£ iz JD@A ) =za koje funkcija T wuzima vrlaednost nula van

intervala- (a a”) ili (b’°,b) , i takvo da je teZinska funkeija
r pozitiéna gotove svuda na (a,a”) ili (b“,b) , respektivno.
Tada Je negativni spektac bilo kog hermitskog pr051renaa A
operatora A u L (a,b,r) diskretan sa jedinom taékom nagomila-
vanja - oo .

R DOKAZ. Na osnovu propozicija 1.1(b), 1.5(b) 1 teorema 2.1,
bilo koje hermitsko proSirenje A operatora A u L (a,b,r) Je
deflnltlbllan operator. Zbog Jednostavnostl pretpostavidemo da je -
samo b singularna rubna tacka problema (1l.1). Ako je a ili ako
Su‘i a i b singularne rubne tadke postupa se analogno.S obzi=

. rom na primjedbu II.3.6 imamo

1°(a,b,r) = I2(a,b’,r) 115(b",b,r) |,
gdje Jje suma ortogonalna i u L2(a,b,r) iu L2(a,b,)r\) . Neka
je B’ (B”, respektivno) Friedrichsovo proéirenje operatora B,
(By 4 respektivno) ., Ovdje je & = [a,b7] , A = [b",b) . Stavimo
,A = JB’ i A” = JB” . Prostor I°(b’. ;b,r) Je Hilbertov prostor
i A’ je hermitski operator u ovom Hilbertovom prostoru. Kako
skalarni produkt {-,-} ima konadan broj negativnih kvadrata na
skupu klasa ekvivalencije fEEi)(KO) za koje je funkcija T
jednaka nuli van intervala (b’,b) , to i skalarni produkt
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Eﬁxf,’] na ﬁD(K;) ima konalan broj negativnih kvadrata. Prema
lemi 1.3 odavde zakljudujemo da skalarni produkt A, ] na L (A")
ima konalan broj negativnih kvadrata. Zbog toga je esencijalni
spektar operatora A sadrian u [0,+00) ., Problem (1.1) je
regularan na intervalu [a,b’] . Na osnovu prlmaedbl l.2 i 1.6
i teorema 2.1, operator A’ je definitibilan u L (a,db",r) .
Prema primjedbi 2.14, spektar operatora A° je diskretan. Operator
A" @ A” je definitibilan u Lg(a,b,r) i njegov negativni spektar
Jje diskretén sa jedinom talkom nagomilavanja - oo, Zbog toga Jje
® (O,LA" @A)+ 00 : Neka je A bilo koje hermitsko proSirenje
operatora Ao u If (a,b,r) . Tada postoji A€ Q(A)QQ(A' 'G-) IND)
- za takvo A imamo

aim((A - AT - (A @ & A 4 o,

Na osnovu argumanata koriStenih u dokazu teorema 1 u [26] zakljudu-
jemo da je 3 (O,A)< + 0o, Operatori A i A’ @® A" imaju isti /
ésencijalni spektar. Prema tome negativni spektar operatora A
je diskretan., Samo O i - co mogu biti tafke nagomilavanja
negativnog spektra operatora A . Buduéi da vrijedi 2¢_(0,A)< +o0o,
nula nije tacka nagomllavanaa negativnog spektra, Propoz1c13a Jje
dokazana.

Ovakva struktura spektra za diferencijalni operator drugog

reda data je u [53, lema 1] , pod stroZim pretpostavkama o koefici-
jentlma.-

'PROPOZICIJA 2.16. ( (56, §24, teorem 3]) Pretpostavimo da
postoji cé&(a,b) tako da vrijedi

Py} O,.;.,pn_l >0, r»0 gotovo svuda na (c,b) .

Neka je a regularna rubna tadka problema (1.1) i

lim p (x)/r(x) t >0.
X—> b
Tada se u intervalu (-oco,t) moZe nalaziti samo diskretni ‘
spektar bilo kog hermitskog prosirenja A operatora A u
L“(a,b, r) i jedlne tacke nagomilavanja dlaela spektra operatora
A u ( co,t) su -o00 i t .,

DOKAZ, Za €£>0 postoji b’€ (c,b) takvo da
P (x) >t-€ za gotovo sve x€&(b’,b) . (2.13

Nadalje koristimo oznake iz dokaza propozicije 2.15 i razmatramo
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operatore AT i A” definisane u tom dokazus~Prema (2.13) za -

VfG.fD(A o) 1 g=4 imamo

08% 0

G gD = Uy ptar) = §i'sen - L LT
. b o
= EE g’p.lf(n‘3ﬁ2dx 2 S’(pn/r)lflerdx
 JFo b b |
C Y (L=, . o - (2.48)

Odavde slijedi da je G(A") € [t-£,+%) . Prema tome operator
A" ® &' ima diskretan spektar u intervalu (-oo,t-g) . PoSto
operatori: A i A’ ® A” imaju isti neprekidni dio spektra,
operator %A ima diskretan spektar u (-oo,t -€) sa jedinom tadkom
. nagomilavanja - co , Zbog proizvoljnosti broja €>0 , zakljudujemo
da je speﬁtar operatora A u intervalu (-oco,t) diskretan sa
jedinim %aékama nagomilavanja - oo i t , Napomenimo da nejedna-
~ kost (2.14) povlali da je skalarni produkt {- , -} pozitivan na

- skupu sviﬁ klasa ekvivalencije f iz i)(ﬁb) za koje funkcija

T uzima Vrlaednost nula van intervala (b°,b) . Na osnovu propo-

zicije 2. 15, operator A Jje definitibilan. Propozicija je dokezana.

KOROLAR 2,17. Pretpostavimo da su zadovoljeni uslovi propo—!
zicije 2,16 sa T = +o00 . Tada bilo koje hermitsko proSirenje A
%'operatora A u Le(a,b,r) ima diskretan spektar sa jedinom tadkom
- 'nagomilavanja oo |, :
. Koristeéi metod iz prethodna dva dokaza i rezultate o
" strukturi spektra diferencijalnih operatora u sluéaju r =1
~(vidite [56, §24,1]) moguée je dobiti dalje informacije o spektru
- operatora A ,

I1I.3., Regularnost kritidne talke beskonadno

definitibilnih diferencijalnih operatora

Neka je % otvoren skup definisan u odjeljku II.2. U
ovom odaelaku, kao i u osnovnom dijelu odjeljka II.?,_smatramo da
Jje skup (4 unija konacno mnogo medusobno disjunktnih otvorenih
" intervala Ij = (aj,bj) s J = 1y.ee9S o Bez smanjenja opStosti

".razmatranja moZemo pretpostaviti da je a<a < b.<Db 4, J = lyceess &
- Pored toga smatramo da je problem (1.1) regularan na

RS
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Tadka x e(a,b) naziva se talka promjene (znaka) teZinske
' funkcije r ako x€ Cl(A )ﬂCl(A)

‘Za interval I‘_J (a ,b ), Jé{l 2,...,3} kaZemo da je

interval promjene (znaka) te21nske funkcije r ako a. (bJ ’
‘ ‘respektlvno) prlpada Cl(A) i b,j (a. . respektnrno) prlpada
) .

! Za tacku promjene X, (interval promjene Io = (ao,bo) e

respekt;vno) kaZemo da je n-prosta (n-prost, respektivno)' ako
‘postoji otvoren interval Ao koji sadrZi x_ (strogo sadrii I,
respektivno) takav da za gotovo sve XQAO - vrijedi reprezentacija

T
-|x - x| ?_(x) s XL{Xg S ;
r(x) ={ | - (3.1)

) x - xo|TQ+(x) y X>X,

- |x " a, R-(x) , x<a, ,
_<r(x) = o, xe(ag,b,) resp.)  (3.17)
lx = b} §,(x) , x>b,

- pri Cemu je ”E >‘-l/2 . 9+(x) # 0 za sve iEAon [xo,+oo)

(xG.A N [b s+%) , respektivno), 9, Je iz klase funkeija c¢? na

LAY ﬂ[xo,+°<>) (Aoﬂ[bo,+0°) y Tesp. ), 9 _ (x) £ 0 za sve |
XGA ﬂ(-OO,x ] (xéA N(-00,a ] , TESp.) , ?_ je iz klase funkcija
¢ na Aoﬂ(-po,xo] (L, N (-00,a,] , resp. ) i ako je n>1 za’

B izvode'sa jedne strane u tadki xo (tadkama 8,9 b, resp.)
imamo | ‘

) = e - oDy .0

(9 (8) = «oe =92 (@) = Q1(vy) = vut 2R (v = 0, resp. ) .

, " TEOREM 3,1, Pretpostavlgamo da su zadovolgenl sllgedecl

- mslbvi:

| (1) Operator. Ao zadovol,java uslove (Pl) 1 (P2) . o
(2) TeZinska funkcija r ima konalan broj tada ka i 1ntervala

S :_~ kpromaene koji su svi n-prosti. S '

. (5) POStOJl >0 takvo da vrlaedl
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04 inf po(x)< sup po(x)< + 00,
xexg <8 X=X |<b

xe(a b) Xé(a b)

pr1 éemu je X, bilo koja tacka promjene 111 rubna tauka 1nterva1a
promgene tez1nske funkecije r . ~
Tada vrijedi ©o & cg (4) ako je ispunjen jedan od slijede-

¢ih uslova , ' ' ‘

(a) Hermltsko prodirenje A operatora A odredeno je separi-
ranim rubnim uslovima oblika (II.5.3) tj. svaki od rubnih uslova u
(II 5¢3) uklau&uje samo jednu od rubnih tadaka a i b .

(b) A je proizvoljno hermitsko profirenje operatora A i -
|vrigedi a,beCl(p,) ili a,beCH(D) .

DOK%Z 1. .Teorem 2.1 povla01 da je bilo koje hermitsko
pro§1renge A operatora i u L (a,b,r) def1n1t1b11an operator.
Mi &emo pokazati da za operator A ( koji ispunjava uslov (&) ili
(b) ovog teorema) u prostoru- 12 (a,b,r) postoji pozitivan ograni-
Zen operator W takav da O€Q(W) i WODTAl € DUA] . Teda
propozicija I.3.5 daje tvrdnju teorema. Konstrukcija operatora, W
data u ovom dokazu skicirsna je u primjedbi 1I.3. 7,

2. Pretpostav1mo da je ukupen broj taCaka i intervala
promjene znaka funkcije r Jednak V . Neka su Aj,...,A, medusobno

disjunktni intervali , (a,b) = gﬁﬁ.ﬁﬁ , interval le (3§ = 1,...,Vﬁ)

- sadrzi u svojoj unutradSnjosti jednu i samo jednu tacCku promjene znaka
114 zatvorenje intervala promjene znaka funkcije r . S obzirom na
primjedbu I1I.3.6 imamo '

L2(a,b,r) =,,L2(Al,r) 4] o0 e r#]L2(Av,r) ’

pri &emu je suma ortogonalna i u L2(a,b,r) iu Le(a,b,lri) .
Neka je §>0 iz uslova (3) teorema takvo da za interval

ﬁ% iz (3.1) ((3.1°), respektivno) za bilo koju tadku promjene X,

(interval promjene Io , TeSp.) moZemo uzeti interval (x -3,x6+5)

'((a -5,b +5) » respektivno) i takvo'da tatke x 5 X, +o (a - 5,b0+6,
’resp.) 1maju pozitivnu udaljenost od skupa 13 i ako tacka pronje~
~ne x, €4,  (interval promjene I SA,) , j€ {1,.¢.,Y], onda

je interval Cl(A£) sadrZan u unutrasnjosti intervala /A . . Neka

je AE{AI,..-.;Av} i A = (®,p) sadr?i talku promjene funkcije r .
Da bi pojednostavili konstrukciju operatora W pretpostavimo da je
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tadka promjene nula i da je funkcija r negativna na (-5,0) i

_pozn:lvna a (O %) . Oznadimo sa D, skup svih funkeija
- eI (A,r)  za koje su funkcije F,¥ seeesY n-1) apsolutno
neprekidne na [«,p] i
: D -
§poly™ fPax <+ 0, \
<

Zbog jednostavnosti stavlgamo Dy =0 o U dalgem éemo konstrulsatl

'operatore‘x+,Y+'na IL(Ar) takve da XJDCO‘D ,Y+°Z)<;OZ) i

. koji imaju osobine (b), (¢) i (d) iz primjedbe I.3.7. U tom
¢ilju izaberimo 2n medusobno razliditih tacaka tl"“’t2n€ (1,2)
i defin1S1mo funkeije

(x) =t 9 (x)/Q, (-t x) (xeL-é/a,o), J=1lyeee42n) ,

"Napomenimo da je- h (x) = -r(x)/r(-t x) s J = 1,00e42n . Neka je,

‘_ dal;je Y e ¢(A) funkc:Laa koja uzima vrlgednost 1 na nekoj
- okolini talke nula, 0<¢<1 i suppys(- 3/2 /2) Sada definiSemo
operatore X i Y  na IL2(A,r) '

5 .
9(x) dgzllocjtjq(-tjx) y XE€(®,0)
(X+U.)(X) =
u(x) , - xe(o,p) ,

| [ o | x € (¢,0)
(Y+u)(x) = <
2n
u(x) + J/;locj(LPhJU)(—x/tj) y  XE(O,p)

pri &emu su ®14eeey0 realni brojevi koje treba odrediti.

Stavimo
| ¢, = max {lh(k)(x)I: xe-42,0), k¥=0,1,000yn, J = 1,...,2n}
c5 =max{|‘f('j)(x)\ x €A, =01,...,n},
¢z = sup {P (x) : xel- 6,5]} /1nf{p (x) : xel(-6 5]}. |
3, Neka je u€L’ (0yr) takvo de su funkcije u,u',.‘..,u(n"l“f

"apsolutno neprekidne na [«,(] . Brojeve &.,...,d, izabraéemo
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tako da funkeije (X+u)(k),(Y+u)(k) , k=0,1,...,n-1 , budu apso-

;ufno.ﬁeprekidne na &C,@ﬂ « Iz definicije operatora 'X imamo

(X+u)(k)(x) = Z—o( )?(k ) (x) jZ:oca'c (-t )1 (1)( & x)

(x€(c,0) , k = 0,1,...,n0-1,n) ’

O,l.’ PR "n-lgn) ™

@) - w8 ) (x€ (0,p) , X

“Po3to je funkcija (X+u)(k) (k = 0,1,,..,n-1) apsolutno neprekidna
na intervalima Eﬂ,Cﬂ i [Q,@ﬂ , ova funkcija je apsolutno neprekidna
- na [C,p] ako i samo ako je ona neprekidna u nuli. Jednakost '

(x:u)(k)(o_) = (x+u)(k)(o+)r .(k' = 0,1,...,n-1)

5 Je ekvivalehtna sa

2n X )
ngocdtd(—fcj) =1 | (k = 0,1,.f.,n-1) ,

 jtJ. sSa
Z"C:J A G e N K (3.2)

Iz definicije operatora Y+ imamo

(r,w)®(x) = 0 (x €(€,0) , k = 0,1,...,0-1,n)

2 -k
() = w4 ';:j;@jc-l)ktj @O xst )

(xéé(O,@) s k=0,1,,..,n-1,n) .

U okolini tadke nula, gdje su svi izvodi funkei je Y Jjednaki nuli,
- imamo

2 k . .
)P (x) = Bz 4 E:ocjc—nktgk( lzzo(lﬂhgl.)u(k-l))(-x/tlj)

i poSto su sve funkei je hgi) 9 J = lyeeey2n 4 i =0,1,.0.0,n=-1,

~ neprekidne na [}5/2,0) i  lim hgi)(x) =0, J=1yee0492n ,
: ' x40 ' '

‘i =1,...,n-1 dobijamo
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1im(Y u)(k)(x) (k)(o ) 2:«:( ~1)% 'ku(k)(o_)hj(O_) .

X0 :
Odavde zakljucugamo da su funkcije (Y u)(k) s k = 0,1,,s0,n-1"

apsolutno neprek1dne na Rﬁ,@ﬂ ako i samo ako

~

EZd% (~1)%¢ ‘kh (0) =-1  (k=0,1,...,0-1) .

Poéto je h (0.) = tj o (O)/?+(O) y posljednja relacija je ekvivalen-

‘tna sa
%&J -k-t - ( 1)k+19 (O)/?_(O) 7 (k = O,l,...,n—l) . (303:

Jednakosti u (3.2) i (3.3) &ine sistem linearnih jednaina sa
~pepoznatim Ecl,..., w2n . Determinanta ovog sistema

ty ty e oo tpy
1 .2 2 2
tl ta o o o t2n
n n
tl t2 [ ] [ ] . tgn
-T -7
tl . t2 L ] [ ] [ ] t2n
-n+1-T -n+1-T - -n+1-T
tl t2 L ] \. ® tgn

Jje razlidita od nule, pa su Xiseeey X5 odredeni jednoznaéno sa
(3.2) i (3.3). U daljem smatramo da ml,...,txgn zadovoljavaju
Jjednadine u (3.2) i (3.3). Prema tome, sa ovako odabranim
h ey Koy s funkeije (X, &y u)<k) , k =0,1,...,0-1 su
apsolutno neprekidne na En e .

Sada éemo dokazati da (?)e Le(A”po) povladi

x,w)™e12,p,) . vrijeai

SI(X u)(n)(x)l p,(x)dx = Slu(n)(x)l P, (x)dx

1=O

: + gljﬁ ?(n i)(x);:id:t (-t )1u(1)(-t x)|2P (x) ax .
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Prvi sabirek na desnoj strani posljednje Jednakostl Je konadan,
Drugl sabirak Je ogranlcen sa

‘2n(n . l)gpo(x)z ( ) l\f,(n l)(x)l }_—él& |2t2(n+l)| (1) x)] ax

™~

' = 2(i+l
( 2n(n+l)czz 2 ( ) I"C;)I 2y (i+1) 8 p (x)lucl)( & x)|2dx .
| Bgdu_c’;_i da Je funkeija P, ogranidena na [—6,5] imamo

‘-8/ po(x)|u<l)( -t x)|2dx { + 00 (i= df,l,...,n—l. s J = 1,200,420

| {Pored_ toga P’I‘laedl
= 3 2 p (x)
2
; E _(Ss/ Po(x)1u(n)( -t x)i dx = 5 _§/2po('t x) Iu(n)(-t x)l o jx d}

- $
< c;j‘f %3 o () [0 ()| 2ax ¢ + 00,

- ‘Dakle SA!(X+u)(n)|2podx {+ 0,

- Na slidan nadin se dokazuje da Je

SAI(Y+u)(n){2p°dx {+ 00 ako je S ‘u(n)lzpodx (+ 00,

Ovim je dokazano X, D<D i ¥ JDCQD

4, Operator X, Je ogranilen u 1:2(13 Irl) o Za u€E2(A,|rl
- sa llully, ozna&imo normu u prostoru ]La(A, ) , ti.

Ilullf = Slulglrldx o Vrijedi

izl - S (X, W ()| 2] r(x) |ax = S|u<x>|2|r<x)| dx

| Sl()'zjgn t (=t %) |2 |r(x) .
S X oC -t dx
- * e £ 5Eul-ty | < r(x)) .

e . 2n ' ' .
¢+ 2nf oG 2 P 1765 JaC-30]2) |=(x)| ax

IR 2 g 5 Y uCee0) 2[eC-t 0] ng] ax
- S ~ e LI I 7Lt b 5




‘u(-tjx)|2 Ir(-tjx)l dx

N

0
Hull + 21101: |o(‘ | 242 §/2

és
<||u|| + 2nclzl|ocj| I Clu(x) |2 |o(x)] ax

.~

~ 2n 2 2
4 (1 + 2n°1.le°C;jl tj)\lu\lA

Analogno se pokazuae da je operator Y ogranicden u prostoru

12 A, \r1) o Zaista,

||Y+u|I2<2(§]u(x)| 2(x)] dx + 2§|Loc ((#hg0) (-x/t )‘|2|1f(x)|dx

42|;un_ + 4nZ | ]28‘(*Ph u)(—x/t )|2 r(x)| dx
. 4,2,”“1“:5 + 4n leoc,jl t, §|‘F(x)] |u(x)| |h (x)l lr(-t x| ax

<2 + 4nc1’z,l|ezi t § [ux)| 2|2 ax

’ 2n
2 2
<(2 + 4ne13§1|oc3| t5)lully .
PoSto je supp \9;(-5/2, 3/2)&:. (x,(b)\w imamo

2 2
X,u,Y u€o €L (A,r) za sve u€ O‘r‘é (A, i)

Zbog tdga operatore X+ i Y+ mozZemo smatrati definisanim i u

Kreinovom prostoru L2(A,r) . Tada za feLz(A,r) imamo

X;fzz h ako i samo ako X_'_'f‘eh za neko (a time i za svako) rfef

P.

Y+f = g ako i samo ako Y+§€g za neko (a time i za svako) f€f .

Ocigledno je da su operatori ‘X+’ i Y ograniceni u L2(A, Ir1) .
| 5. ‘Restrikcija J, fundamentalne simetrije
. prostor L (A r) Je fundamentalna simetrija na ovom Kreinovom

prostoru i odgovarajuéa fundamentalna dekompozicija Jje

J na Kreinov
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17(a, r) = 12(«,0,r) (1120, P, 1)

pri demu L2(oc. Oo,r) i L2(O,(b,r) smatramo potprostorima prostora

L2(A r) & smlslu primjedbe II.3.6. Potprostor Le(oc o,r) je
uniformno negatlvan, a potprostor L (O,(b,r) je uniformno
pozltlvan potprostor Kreinovog prostora L @, r) e Iz deflnlcl;je

operatoz‘a,g X, oligledno Jje da vrijedi
£ za sve féLe(O,{b,r)

0, 1P(8,r) za sve f£elIP(%,0,r) .

X;_f
xsf

~Dakle opet'ator X, ima osobinu (c) iz primjedbe I,3,7.

' 6& Sa- ¥ oznaimo adjungovanje operatora u Hilbertovom
R prostoru L2(A,|r1) u odnosu na skalarni produkt (- R )A .

b Vrl,]edl jednakost

X; = Y J . 7 - (304),
Zalsta, za f,g €L2(A,|rl) 1mamo

(X+f,g)? SX fg iridx = ng irydx

+ Jgiocdtji?(x)f(-tdx)'é"(x) lr(x)| dx | (3,5};
(£, 7,8 = FOER @re0 | e

o | J§~ " on (§~ ) " 'x :
| = Of(X)g (x)r(x)dx + Jgioca Of(x)(k?ha-g) (-_- g;)r(X)dx

o
~r 3
- gfg v} dx + Zocd J?f(_t x)LP(x)g (x) |r(x)| dx « (3. 6)

Uporedujuéi jednakosti (3.5) i (5.6) vidimo da vrijedi (3.4) ,
‘tJ. operatori X i Y, zadovoljavaju uslov (d) iz primjedbe
I.3.7. - | |

| 7. Na potpuno analogan nadin, zamjenjujuéi uloge intex;vala :
@®,0) i (o0 (b) u definiciji operatora X, i Y _, definiZemo
operatore X_ i Y koji imaju osobinu X Ded i Y DD

i osobine (b),(c) i (d) iz primjedbe I.3.7., U definiciji operato.ra
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;I_ stavljamd

hJ(X) " tET?_'_(x)/?_('t:jX) ( 15(0,8/2] 9 j = 1'00'-92n) 10 .
lNapvomenimoda' je tada hj(x) = -r(x)/r(-tjx) B xe(O,é/E:l ’

J = 1,¢..,2n'. Sve navedene osobine operatora X i Y_ dokazuju
se analogno kao za operatore X+ i I ,s tim da treba uzeti dru- .
galiju konstantu ¢, i brojeve Kiseeey®y, treba odrediti iz

sistema 1inearnih jednalina (3.2) i (3.3) pri demu u (3.3)
brojevi 94(0) i 9_(0) mijenjaju mjesta. DokaZimo da vrijedi

(d) iz primjedbe I.3.7., Imamo

0
X_f,8), & \E(x)E d t. )f(-t)()l()d |
'S,:‘~SZQ ) éf(x) (x)lr(x)\ X + E;ij é?(x x)g (x)Ir(x)|ax |

" Na kraju stavljamo

(£,5,Y_8) = [T E r(ax
. R ON , ) 2n N .
= {E(x)g"(x)r(x)dx + Zocjgf(X)(‘(’hjs) (-x/tj)r(x)dx
N , ‘
0
= (F&*rax + Zocjt S\{’(x)f(-t B () (-r(x))ax
o<

O~~x 2n ? ~ ~ ) ) a
Tgfg (rjdx - ;éidjtj Ov(x)f(-tjx)g (x)|r(x |dx .

Uporedujuéi posljednje dvije Jjednakosti vidimo da vrijedi
X = -Y J .

Wy t= YX - Y X_ .

Operator W, Je ograniden u I?(A,|r|) . Na isti nadin kao u
primjedbi TI,3,7 dokazuje se da je W, pozitivan operator u
Kreinovom prostoru L26A,r) i da vrijedi Oe‘?(WA>'° O¢igledno
Je da vrijedi WAJDQQ . Prema definiciji operatora X, i Y
imamo

ATxwE =0, xe(x0)




BT GO SRR ST e e

s : . NG
) ;ig(ﬁsu)(#)(x? » 1m(rxw O - <x+u><k)co+> - x,w® )
- ;&nalogno

 Po¥to je suppya(-8/2,8/2) i 1<t.<2, j = 1,...,2n drugi
~8abirak na desnoj strani jednakosti (3.7) uz1ma vrijednost nula
"r;a intervalu [0,(5) . Analogna izjava vrijedi i za odgovarajuéu
.f_orlil_ulu za Y X ., Odatle zakljuCujemo da vrijedi

 onda operatore X, i Y ‘definiZemo kako slijedi

(Tu)(x) -
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(¥+x+u)6x) = u(x) + g;ixjofzhj)(-x/tj)g;iﬁktku(th/tj)fxE(Q4&1(3.7)

;Analt’)g‘ne formule vrijede za operator Y X_ Dakie

S S (Y X u)(x) ,  xe(e,0)
(Wpu) (x) = - | (3.8)
o | (:+x+u)(x) . xEe(0,p) .

Odavde :na osnovu izbora brojeva ®Ly,..eyd, 1 na oénovu izbora

odgovara;]x}éih brojeva prilikom definisanja operatora X_ i ¥
za k = Oyl,seeyn-1 i nueod dobijamo

-9

- u®0,) - u®0,) = 0.

1w P - ) + w0 -0,
L |

-u(x) , xe (k-3 | - )
(Wau)(x) = | - | . (3.9
| u(x) , xe¢ [5,(5) .

8. Ako interval A sadrii interval promjene I = (a_,b,) {

+
u(x) , x E(ao,(b)
(X, u)(x) = |

2 _
‘f(x)dglocjtdu(bo - tj(x - ao)) v x e(oc,ao) ’

o, x & (€,b,)

o

« 1
w4 a;:=1°c3(?h.ju?(a° ) ?g(x- el Jt‘€-(.'00’(3>) ,
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~ PoSto je [—5+amao)U(bo;bo+5]EA\’w, opératore ’X

102

pri Cemu Jje

B0 = €770/, (by - ty(x = 8))) (x€E(5/2) + agia))

wech(A) i Y je jednska 1 wu okolini intervala I_ , 0¢¥<1
i supp\fg(ao - 8/2,bo + 5/2) . Brojeve X ,00¢,%5, biramo tako

-da oni zadovoljavaju jednaline u (3.2) i (3.3) (sa funkcijama @

i @_  koje odgovaraju intervalu I  u (3.17)) . Ovdje, kao i

prije, zbog jednostavnosti smatramo da je funkcija r negativna na
(—§+ao,ao)' i pozitivna na (bo,bo+é) . Sa ovako definisanim opera-

torima X, i Y, ne vrijedi -X+08<E~Q ni 'Y_l_oDC_'-.i). Za ued

4 k= 0,1...,n-1 imamo

. 1im‘(17§+1’1_’)(»k)(X) = u(k)((b‘o)*_) |

~~xfao

e P =« ®w),) - v @) .
E N xib, ) '

- OZigledno vrijedi i

; (¥, X, u)(x) = O (x € (b))

im (X0 - B ((),) - Ew*((ay))
~¥Yo \ ‘ « s
= () - u®(p),) =0 . :
Analogno definiSemo X_ i Y_ i zakljuéujemo da vrijedi

(IX_w)x) =0 (xClay,®)

i, za ued i k= 0,l,...,0-1,

lim (Y_X_u)(k)(x) =0,
‘x¢ao

+ 9 I, mozemo

smatrati definisanim i na prostoru LzQﬁ,r) « Na slicéan nadin kao

- u dijelovima 4,5 i 6 ovog dokaza,dokazuje sé da ovdje definisanif

operatori .- X, ,Y+ imaju osobine (b),(c) i (d) iz primjedbe I,3.7.

”Defin;ﬁemoxfwA‘:z Y+X+ -YX , Kao i u primjedbi I.3.7 operator
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WA ;je ograniden i pozltlvan u L (A r) i OGQ(WA) o Vrlaedl
-(Y_X_u)(x) , x € (<,a,)
(Wpu)(x) =-{ O, x€(ag,b,) | - (3.87)
| (Y+X+u)(x) . xé(bo,Q) o™

S obzirom na ranije dokazano vrijedi WAJD ¢ D , Analogno kao u
dijelu 7 ovog dokaza imamo '

®) ,  x€AN(-oo,-bead |
() = { | (39D
| u(x) , xeAﬂ[bo+'5,+°o) .

9.t Za interval A€ {Al,...,A\;} konstrulsal-L smo operator
/N u L2(A r) kO,]l ;Je ogranlcen, pozitivan u 18 A, r) o€ 9(
i za operator WA , kada ga smatramo definisanim u IL (A r) ,

vrlaedi onbA-~3 i on ima osobine (3.9) i (3.9°) . Oznadimo

 sa W 3 operator W

A 9. vj = 1’...’V ) S.t&VimO‘
y

w’= wl @wz @ LN @w\) L4

' .Opérafor W Jje pozitivan, ograniden u L2(a,b r) i 0&Q(wW) .

: Ostaje da se @okaZe da vrijedi w0 CJA] C DIA] . '

10, U ovom dijelu dokaza koristimo da je problem (1.1)
regularan. Tada je karakterizacija skupa DA = @[B] , B=JA
data u teoremu II,7.12, Neka je £ €D 5A] . Tada WEewe i

?

Z W (fX ) . Funk01,je (w (fx ))(k) s J = 1,...,\3 s k = 0,1,,.,n

J=1 9778y By

su apsolutno neprekidne na intervalu Cl(AJ) s J = 1,.;.,\9 .

Buduéi da vrijedi (3.9) i (3.9°) funkecije (Wf)(k) k = 0,1,s..4n-1
- su apsolutno neprekidne na (a,b] , ti. f,unkclaa' Wf ima osobinu

"’ cn:"?'A) . Posdto wjpDAjC—.: ‘DAj’ j = 1’0.09\,9 funkCijﬂ Wf‘ ima
osobinu (II,7.B) . S obzirom na (3.8°) ako je I, interval promjene

znaka funkcije T vrijedi (WH)(x) =0 (xeI. ) o« Ako interval

I;j s Je{l,...,5t nije interval promjene, na osnovu (3.9) i (3.9°)
B k‘\“zakl;ju?:ujemo da vrijedi (Wf)(x) = -—f(x) 1131 (Wf)(k) f(x)
o (erj) . Iz posljednje dvije tvrdnje zakl,]ucu,]emo da funkcija

W ima osobinu (7,II.C) . Iz spomenute dvije tvrdnje, za bilo koje
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je{l,;..,s} i y(n-)e\/\f ‘gdje Jje N skup definisan neposredno
prije leme II.7.2 , zaklaucuaemo da : e

S f(n) (n) p,dx = O povladi SI (Wf)(n>y(n)*podx =0 .,
1 N
3 J . ,
Odavde s1ijedi g(wf)(n)y(n)*podx -0 (PeN'y |, t3. funkeija
- N . a - N

Wf ima osobinu (II.7.D) . Odavde slijedi da je WP = W§ . Prema
teoremu II.7.12 WEe DAl = DH[B] ako i samo ako funkcija WP
zadovoljava maksimalan sistem linearno nezavisnih glavnih rubnih
‘uslova odredenih rubnim uslovima (II.5.3) .
Pretpostavimo da je ispunjen uslov (b) teorema. 'l‘ada postoae
a’yb’€(a,b) takvi da r(x)>0 (ili r(x)< 0) =za sve
x<c (a,a “YU(b’,b) . Prema (3.9) i (3.9°) odavde slijedi

WB)(x) = B(x) (111 (B)(x) = -3(x)) (x&(a,a”)U(b*,b)) .

U oba sluaja funkcije Wf i £ zadovoljavaju iste glavne rubne

uslove u a i b, Kako f€0[7a]l , to i wheD[ga] , i

inkluzija WA[ITA) €D[IA]  je u ovom sludaju dokazana.
Pretpostavimo da je ispunjen uslov (a) teorema, Tada je

skup O {JA] odreden sistemom separiranih glavnih rubnih uslova.

Ovaj sludaj je od interesa samo kada funkcija r ima razliite

gnakove u okolini talke a i u okolini tadke b , recimo da Jje,

za neke a’,b’€ (a,b) , r(x)>0 (x€(a,a”)) i r(x)<0 (x€ (v,b ))

Tada je, prema (3.9) i (3.97) ,

W) = B (xelaa’)) 4 () = B(x) (xe(b'yp)) . -

 Odavde je oligledno da funkcije f i WP zadovoljavaju iste
. glavne rubne uslove koji uljuduju samo jednu od rubnih talaka a
i b, Posto fedDIA] i D [JA] je odreden separiranim glavnim
rubnim uslovima, imamo da Wf €O[JA] ., Tako je inkluzija
' 'doDETA] CaD[JAJ dokazano i u ovom sludaju. Teorem je dokazan.
' Konstrukcija operatora X, , ¥ u prethodnom dokazu
. inspirisana je lemom 1 iz [6] .

PRIMJEDBA 3.2. Pretpostavka da je problem (1.1) regularan
koriZtena je samo u dijelu 10 prethodnog dokaza, da bi se obezbi-

- Jedila karakterizacija skupa D[7a] . Oligledno je aa se ovaj

‘metod moZe koristiti i u sludaju kada problem (1.1) nije regularan

ali je skup O [JA] karakteriziran analogno kao u teoremu 1I1,7,12,
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PRIMJEDBA 3.3. U ovoj primjedbi ukazaéemo na moguénost
primjene mepdda”iz dokaza téorema 3.1 i u slucaju kada nije moguée
dati eksplititnu karakterizaciju skupa o0 [JA] . Ovo je naravno
- od interesa samo kada problem (1. 1) nije regularan. Ovdje pretpos-

tavlaamo da su kOGflClJentl kvazi- dlferenclaalnog 1zraza V4 glatk1,
-_tJ Ps€ ¢ J(a b) , § = 0,1,e..,n i TEC(a,b) . Tada klasa
‘ekvivalencije fé-Lz(a b,r) pripada domenu J)(A) ako i samo ako
postoji funkcija T e&f za koju postoje izvodi T J y J = 0,1,..,2n=1
i oni su apsolutno neprekidne funkcije na kompaktnim podintervalima
intervala (a,b) i za funkciju T wvrijedi (II.,2,B) . Dalje
- pretpostavlgamo da operator A zadovoljava uslove (Pl) i (P2)
i da funkcija r ima konacan broj tadaka i intervala promjene koji
éu svi 2n—irosti. Tada se operator W , sliéno kao u dokazu
 teorema 3.1, mo¥e konstruisati tako da W(A)CD(A) i W Je
. pozitivan ograniden operator u L2(a,b,r) za koji je 0€Q(W) .
U tom cilju u dijelu 2 dokaza teorema 3.1 potrebno je izabrati
45 medusobno razliditih tadaka tyeeesty, €(1,2) , uzeti funkclju
e iz C2n05) i operatore X, £ i Y definisati analogno.

: +
Brojevi Cﬁl,...;dun odrede se tako da za klasu ekvivalencije

fed(n) funkeije DI, @, - 0,1,...,20-1 budu

‘“épSOlutno neprekidne na Cl(A) . Iz relacija, koje u ovom slucaju'k
'Aodgovaragu relacijama (3.9) i (3.97) , lako se vidi da :
X D& =0, (AIN(x) =0 (xew) za bilo koje f€ D(R) .
. Korlsteél posebnu strukturu teZinske funkcije r u blizini

talaka promjene pokazuje se da za f €D () postoji funkeija

: ’QGIL‘Q(A, Iri) za koju je »C(X;f) = |{r|g . Dakle X+&D ('K.)Q;@ x) .

-Za operator W definisan kao u dijelu 9 prethodnog dokaza _
vrlaedi WD(A) ¢ D(X) . Domen hermitskog proSirenja A operatora
A a 2 (a b,r) Je sadrZan u & (A) i potpuno odreden rubnim -

‘_uslov1ma oblika (II.5.1). Ako je ispunjen jedan od uslova (a), (b)

| teorema 5.1, kao i u dijelu 10 dokaza ovog teorema, zakljucujemo
“da jJe WJD(A)!;éD(A) . Odavde na osnovu teorema I.3.2 slijedi

o & °S(A) . '
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III.4, O kompletnosti na cijelom rangu i na
polovini ranga.

*

, 4.,1. U ovom odjeljku pretpostavljamo da operator K zadovo-
ljava uslove (Pl) 1 (P2) i da bilo koje hermitsko proelrenae A “ope~-
ratora- A u L (a b,r) ima diskretan spektar. Tada je operator A
deflnltlbllan u I°(a ,b,r) i sve konaine kritidne talke operatora A
s5u regularne. Ovdje takode pretpostdvlgamo da tadka beskonacno nije
singularna krltlcna tacka operatora A,
| Ozna01mo sa (s 39 respektivno), j = 1,2,... realne svoj-

stvene vrljednostl operatora A za koje Je

_ 3L(§j’A) =0 (2, (s j’A) = O, respektivno) .
Tada je : :
| | {sj;s;b3f3 = 1,2,000 } = (G(A)f\:ﬂ)\\c(A) .

Prema propogicidi 2.9 ukupaq brq; negativnih svojstvenih vrijednosti
fmedu 854 d =1,2,... i pozitivnih svojstvenih vrijednosti medu

8_4 o J=1,2,... Je manji ili jednak od Qﬁ . Posto 83 é c(a) ,

3 = £1,#2,... vrijedi UP (A) = ker(A - 8 I) i (ker(A -8 I) l[ ]M

~Je Hilbertov prostor. Potprostori ker(A - s.I) s J = il,i2,... su
medusobno ortogonalni u Kreinovom prostoru 2L2(a,b,r),[:,-])',,pa se
S&ojstvene'fnnkcije »ej, J = #14+2,.++ Operatora A, koje odgovaraju
'sy?jstvenimivrijednostima Sy j = +1,#2,... , respektivno mogu'oﬁa—
brati tako da vrijedi ' '

[ﬁj;ek]’= (sgn j)é Sk 9 J,k = 21,42,000 o

| Oznadimo sa K linearni omotad (koji Je oligledno kona&no
'dimenzionalan) korjenih potprostora ‘operatora A k031~odgovaraju
svojstvenim vrijednostima koje su kriti&ne talke operatora A i svoj-
stvenim vrijednostima operatora A van realne prave., Po3to su sve
kona&ne kriti&ne tadke operatora A regularne, skalarni produkt [,<]
‘ne degeneride na J{' , pa je (J% [s-]) Kreinov prostor. Oznadimo
sa A, ortogonalni: komplement potprostora ., u I (a,b,r) . Tada |
Je K = X c+J.7<1 , (K. [ ‘]) Kreinov prostor, AJ{c,- - A:k’lgjcl.

. Lako se vidi da tadka beskonaéno,nije singularna kritidéna tadka opera-
tora A, i= Ab“ i da operator A; nema konadnih kritilnih talaka.

Vrijedi 6(A1> = {8535 50 3 = 1,200} . Na osnovu propozicija II.5.2
i I1.5.6 iz [47] odavde slijedi da je zatvorenje linearnog omotala
.potprostora ker(A - st) (xer(A - s;JI, respektivno) § = 1,2,¢c0



v po normi prostora % .

107

maksimalan uniformno pozitivan (negativan, respektivno) potprostor
" prostora ‘(JCl[',J ) i mi ovaj potprostor oznalavamo sa M
(M_ , respektivno) . Vrijedi dekompozicija Ky = ¢K4 MM i
potprostori M, , M_ su invarijantni za operator A . Prostor
uM},i[.,J ) je Hilbertov prostor, AL”& je hermitski operator

~

- u ovom Hilbertovom prostoru i
6(A|\M.) ={SJ’ J = ‘1’2’°°°} ’ Q(A“M) = Sj’ J = ’1’-2’°°'} .

»TOpologlga prostora (J%i,i[ ]) podudara se sa topologlgom
" ‘prostora (.M 2 Cog))

Tada Je {:e s J =1 2,‘..‘} ({ea s J§ = -1 -2,.;.}, resp.)
ortonormlrana baza Hllbertovog prostora (u%+,[ ’ ]) ((J( -[ ]),
. resp.) kojm se sastoji od svoastvenlh funkcija operatora A . Za

;bllo koJef 1€ K4 » imamo '

|a|21 1 10031 /T ’ei’]

- pri Zemu red konvergira u topologiji prostora (JCl,[ ]) » Pa zbog
toga i u L (a b,|r|) . Posljedica gornjih razmatranja je slijededa
prop021c13a. ‘ S

PROPCZICIJA 4,1. Bilo koje fczlg(a b,r) ina Jédlnstven
razvoj po Bvojstvenim funkclaama operatora A oblika

+a;
£ e P f +|d|- e. [f,ej]/[e ed ,

Pri cemu P oznacava ortogonalnu projekciju na (7(0 u prostoru

L2(a b r) i red kbhvergira po normi prostora L2(a sbelTl) &
' S obzirom na teorem 3 1 i primjedbe 3.2 i 3.3 , propozicija
4.1 sadrZi razvoje na claelom rangu (engl. full-range expans1ons)
- koji su razmatrani u [31, teoremi 2.3, 2.8, 4.6, 5.3 i 5. 4]
~[32 teoremi 2.1 i 3.1] .

Kao i obi&no skup {:vj, J = 1,2,...} Jje baza u Hilbertovom
’prostoru H  ako svaki vekbor v iz F moZe na jedinstven nalin

biti prlkazan u obliku Z: 595 =V 9, pr1 Cemu red konvergira ka
J=1

Ako Je {fl,...,fk} baza konadno dimenzionalnog prostora '

" 3zJCch,1onda Je, prema propoziciji 4.1, skup
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{f XYXEY k’ J’ d = 1’29000}

baza prostora 1° (a bylrl)
4,2, Nelta je ' RN
12(a,b,7) = K, 1 H_

‘ fundamentaina dekompozicija koja odgovara fundamentalnoj simetriji
J Tada je,

JC {fGLa(a b,r): f)cA = 0 g.s. na (a, b) za sve fEf}
Oznaéimo sz P+ ortogonalne projektore na Iﬁii u L (a,b,r) .

PROPOZICIJA 4.2, Neka je & , maksimalan nenegativan
potprostor Kreinovog prostora (X, Lyd) i gyyee.08 Daza
+

potprostora £+ « Tada Jje skup

{P+gl§...,P+gm+, P+ej’ ,j = 1’2’000 },_. (q'ol)

|baza u prostoru K + Analogno, ako je I_ maksimalan nepozitivan
potprostor prostora (< ,[,°1) i hy,e.s,hy bazau & _, onda

Je skup

{P';hi’....’P-hm ’P_ej" J ﬂ-l’-2,...}

. |paza u prostoru < _ .
DOKAZ, Potprostor ‘£+ [4-1\/1‘4_ je maksimalan nenegativan

potprostor prostora (T2(a b,r), [+, 1) (’vidit_e (41, lema 1,3] ili
(7, lema V.4,5]) , Prema teoremu Ve#,2 iz (7] vrijedi
P (38 [4-]J‘(. ) -.J{, o Oznal¥e

C¥tio sa K angularni operator potprostora

&£, W ‘/%+ u odnosu na 3(:_'_ (vidite ':7, teorem II,11.6] ) . Proizvo-

- 1Jan ‘e]_.ement g € .>€+ [4-3\/(’(,4_ .ima jedinstven razvoj oblika

m, + 00 '
g.A= .Ela,jg;j + J};lejfg,ej]/[ej,ejj , » (4.2,

pri demu B1yeeeq8 € ¢ i red u (4.2) konvergira po normi prostora
: +

',L2(a',b,|r1) . Za bilo koji fy€ I, vrijedi £, + K+f1€$€+ 1 (/%_,_ .
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-Ako djelujemo sa P, na obe strane jednakosti (4.2) stavljajuéi
s = fl + K fl . onda zbog neprekidnosti operatora P - dobijamo

m
, +
R s P A L

+00 ~
5+ §§1P+ed[il + K+g1?edj/[pdée3] ,

P?i ¢emu al’ff'famig ¢ i zavise od fly i red konverglra po
-r;normi prostbra (:R;,(',°)) Dakle skup u (4.,1) je baza prostora

3) . Slidno se pokaZe i drugi dio propozicije. Propoz*c1ja‘

, S:obzirom na teorem 3.1 i primjedbe %.2 i 3.3 propozicija

4,2 sadrzj razvoje na polovini ranga (engl. half-range expansions]

‘koji su razmatrani u (6, teoremi 1,2 i 3], (31, teoremi 3.4, 4.7
i 5 5] i (32, teoremi 2.6 i 3.3] .

PRIMJEDBA 4,3, U razmatranjima ovog odjelaka mi smo u

- stvari koristili samo definitibilnost operatora A i odsustvo

- singularnih kritié¢nih tadaka, Dakle analogni rezultati mogu biti
dokazani u proizvoljnom Kreinovom prostoru za definitibilan
~operator sa regularnom spektralnom funkecigjom, '

ITI,5., O uniformnoj konvergenciji razvoja po

svojstvenim funkcijama

U ovom odjeljku pretpostavljamo da je problem (1.1) regula-
ran, Zbog Jjednostavnosti takode smatramo da je W =@ . Kao i prije
sa A oznalavamo proizvoljno hermitsko proSirenje operatora A
u L2(a,b,r) . Napomenimo da zbog W= @ vrijedi f = T za svako
£ €9 (A) . Takode pretpostavljamo da vrijedi Oe¢ Q(A) . Buduéi da
je spektar operatora A diskretan, na isti nadin kao i u napomeni
umjesto dokaza teorema 2.13 vidi se da ova posljednja pretpostavka
nije ogranicenje opStosti razmatranja. Koristimo notaciju sa
pocetka prethodnog odjeljka. Kao Sto smo tamo napomenuli, medu
5vojstvenim vrijednostima s., j = 1,2,... ima konaéno mnogo nega-

~tivnih, a medu svojstvenim vrijednostima s iy J=124ee. 1ima
konaEno mnogo pozitivnih, Odavde slijedi da svojstvene vrlaednostl
J’ j = %l s22,0.. moZemo numerisati tako da vrijedi-

81\< 52$ .-.SSU<O<S“’+1$ [ N ]

) » e .\( Sv-1< O< S,“é oo:-.S 8_24 S_l
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Naravno ukljudujemo moguénost da u prvoj od gornjih relacija lijevo
6d nule nema svojstvenih vrijednosti, tada uzimamo w = 0 , ili da

- u drugoj relaciji desno od nule nema svojstfenih vrijednosti, tada
uzimamo ¥ = O . Potprostor KX, Je definisan u prethodnom odjelj-
ku, a sa - ICy oznadavamo linearni omotad, takode konacno dimenzio-
nalan, korjenih potprostora operatora A koji odgovaraju svojstve-
nim vrijednostima Sy,e..45_14519s0045, (tj. potprostora

,ker(A - 851), § = ¥yeeey-1,1,...,@) o Potprostor I th Ky Je

ortogonalno dopunjiv u Kreinovom prostoru L2(a b,r) 1 sa JZ
i oznaéimo oftOgonalnl komplement ovog potprostora u L (a,b, r)
Tada vrlaedl

L2$a b,r) = o ™ JZ W K

: Oznaélmo sa Po,de,‘PdJ ortogona]ne proaektore u L (a,b r) na

k‘potproétore J(', N4 ch ’ respektlvno. Potprostorl JC J{c g FC

c,
su 1nvarljantn1 za operator A i vrijedi

O(A‘%) B{B s e k’ j =Q+l w+c,.-.,k W‘l Y- 2’000} N .

Bnﬁucx da je ﬁl(A 1P ) = Jz'c:c(n 1)(a b) , gZ(A-lp ) =7, c;c(n l)(a,
i keko su potprostori JCd i v, S konaéno dlmenz1onaln1, operatori
ﬁ;Pd i & 1P su integralni operatori u 12 (a,b,r) Sa.jeggrima

B 1 B, respektivno. Funkcije K} , B » i,k = 0,1,...,0-1

su neprekldne na [a,b]X[e,b] . Naime vrijedi

2 30 0@ @) |
Hd-' (x S) = . . (501)
ik S;[esse4]
i=v J+ai*d A
ngo Je, prema teoremu 2,13 operator A” -1 integralni operator u
L,(a,b,r) sa jezgrom H(:,:,0) = H(-,*) , koje ima osobine navedene

u prlmjedbl 2.14, to je i operator A 1P kompaktan integralni

ope:ator u jL2(a,b,r) sa jezgrom H° H° = H - Hc -5 « Pri tome

: ; * —
. (a) B%x,s) = (H%(s,x))  (x,s€[a,b]) .
; ,(B") 3 Funkci.,je Hgk s 1,k = 0,1’,&-911‘1 ‘su neprekidne na [a,b] X[e,b

(C) Operator A"lPo je nenegativan hermitski operator u
' Kreinovom prostoru L2(a,b r) .

'(D? Potprostor ker(A-lPo) je ortogonalno dopunjiv u L2(a,b,r)
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Stavimo .
T o= {0003=24-2,1,2,cc  N\{Fs¥+1 0009131 000,901,007} ,
” Slijedeéi teorem je analogon Mercerovog teorema za pozitivne
integralne operatore u Hilbertovom prostoru (v1d3et1E40 , teoren
5. 13]) \
_ TEOREM 5,1, Uz prethodno uvedene oznake vrijéde slijedeéi
razvoji
y — TP @ER ) | ;
1x(Xe8) = ' (x,8¢[a,b], 1,k=0,1,400,4n-1), (5.2)
- sj[ej,ej] |

|pri &emu rfdov1 konvergiraju apsolutno i uniformno na [a,b]X[a,b]

_ DOKAZ Prema spektralnom teoremu za nenegativne operatore
u Krei_novom prostoru ({47, teorem II.6.1(a)]) imamo

(A‘lP )t = —lEf—f-i— + Nt ( fe L2(a,b,r) )
S, [ej,ea"'] | '

pr1 demu je N2 = (A-IPO)N = 00 i red konvergira po normi prostora
1°(a sby |r]) . Sada &emo pokazati da uslov- (D) povladi N = O
(vidjeti [43, str. 12-13]) ' Iz relacije (5.2) slijedi

za sve f¢& Le(a,b,r) , & prema jednakosti

Nfe C1(R (A™ P ) =
(A-lpo)N ’_Q Je

O

Dakle N = 0g
Stav:

'i‘adé, za bilo koje fELZ(a,b,r) , Ter i k"t_n -
b b ‘~ :
§ gam(x,s)f(x)f‘(s)r(x)r(s)dsdx
a ‘ N
. f,e.l f,e. |
- [7het,1] ’Z Lo z [ > 0. (5.3
131=1 J[eJ ’eJ] f=m+l |
jeIr :

JGE
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Nejednakost (5.3) povlali
A-a(xx)>0 (x~€[ab],m=12,...)

Da bi ovo dokaza11 prlmlaetlmo da je funkcija x> a (x x) (xe€ [a,b]
neprekidna funkclja na [a,b] , pa ako je a_(x_ ,x, )< za neko
'x, € [a,b] , onda postoje otvoren interval A <€ [a b] koji sadrZi

x i € >0 takvi da vrijedi

o’
‘ Rea(xs) -£ za sve xseA..

Ako stavimo f‘(x) -(sgn r(x))XA(x) (x € [a,b] ) u (5.3%) dobijamo

SSa (x, s)lr(x)] lr(s)ldsclx
= SS(R?!@(?‘}S)”T@)“,I‘(S)ldex + i§ g(lm am(x,s))lyr(x)llr(s)[dsdx

- SSRe a; (x s)lr(x)[[r(s)[dsdx E'Z(S[r(x)ldx)‘2 <0,

;Kontradlkci‘.ga' Dakle am(x,x)zo (x€[a,b], m = 1,2,4.0) 4 tJ.

Bo(,xox) > Z ‘l_ia':'c‘)—l"' (x,€ [Q.,bj s 0= 1,200, ) . (594)
C jeIr '

:"Odav“d‘:e zak}judujemo da red &ije se parcijalne sume pojavljﬁju sa
desne strane nejednakostl (5.4) konvergira za svako x € [a,b] .
'kPosto Je funkecija HC ogranilena na [a, ij[a b] odavde 8lijedi
~da za neki .realan broj M vrijedi - ‘

- 2 . S |
Z-I | &G0 ¢ HoCx,x) ¢ M (xe[,b] ) .

_ Na osnovu Cauchyjeve nejednakosti (viditi [40, str.11]), odavde
slijedi da red

- 5, (x)(E;()) ,
E; = k(x,8) ( x,5 € [a,b] ) (5.5)
jé

|55

konvergira apsolutno i uniformno na [a,b] u odnosu na jednu prom—
i ‘jenljlvu kada Je druga fiksirana. Funkeija k Je ograniiena na |
" [a,b)X[a,b] i neprekidna na [2yb] u odnosu na jednu promjenljivu
kada je druga fiksirana, ‘

; - Sada razmatramo integralni operator K sa jezgrom Xk
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u,prostoru L2(a,b r) . O8igledno je da funkcija

xr—-a> _J(x)[f e'_l ( xe[a,b] )

Jemr 53ley0cyl
pripada klasi ekvivalencije Kf za svako feLz(a,b,r) « Na osnovu
relacije (5.2) (dokazali smo da je N = 0) dobijamo AT'P = K .
Odavde slijedi da za gotovo sve xé& [a,b] vrijedi

k(x,s) = H%(x,s) za gotovo sve s ¢[a,b]

' Buduéi da su za fiksirano x funkcije k(x,*) , H°(x,*) neprekidne
na [a,b] dobivamo da je za gotovo sve x € [a,b]

k(x, s) 'Ho(x s) (sea,nv] ) .
Analognlm rasudlvan;jem zaklaucuaemo da Je

k(x,s) = H°(x,s) (x,8 €[a,b] ) » | (5.6)
Iz (5.5) i (5.6) Je

EO(x,%) =‘j€>:‘l|zj<x>|2/lsj| _(xefa,n])

“a posljednji red prema Dinijevom teoremu ([64, III, 3,2 teorem 14])
'konvergira uniformno na [a,b] . Primjenjujuéi ponovo Cauchyjevu
nejednakost i jednakosti (5.6) i (5.5) dobivamo tvrdnju teorema za

i =k =0, Da bi dokazali teorem za i>0 ili k>O treba primije-
‘niti metod iz rada [37, dio II, str.379-381] . Teorem je dokazan.
Sada dokazujemo teorem koji daje jo¥ jednu karakterizaciju

- . skupa D [JA], preko uniformno konvergentnih razvoja po svojstvenim

- funkcijama operatora A . Ova karakterizacija je analogna sa karakte-
rizacijom skupa D[B] = D[FA] , B = JA u radu [37, dio II, 11°]
koja jJe data preko razvoja po svojstvenim funkcijama operatora B

' (Vldite takode [35]) .

~ TEOREM 5.2. Klasa ekvivalencije f pripada skupu o [JA]
ako i samo ako vrijede razvoji

= 'E;(ik)(x)' [f,ei).]
i eyl

pri &emu red konvergira apsolutno i uniformno na [a,b] i -

—(n) P 3 S
f(n) Z £ e] + (Pcf)(n.), R . . (5.8
g [ogeey] ; R

,f‘(k)(x)_ =

+ (Fc_f)(k)(x) (xé[a,b],k=0,l,...,n-l),(5.7:




lprl demu red konverg:l.ra u normi prostora L (a, b,po) o
DOKAZ Neka feD[JA] . Za v = 1,2,... stavimo
- ej[f'éi . -
c
; Eejo‘ejl ; o
O%igledno f,€D(A) , pa je £, =T, , ¥ = 1,2,... » Na osnovu jed-

nakosti (5.1), teorema 5.1 i osobine (B) funkc1aa Hlk . i;k=0,1,..,n-1
posto;ji realan broj Ml takav da je '

oo \E(.k)(x)l

¢ M ( x¢[a,b] ’. k= 0,1,e00,n-1 ) .
R =3leyoey] ' |

Pored toga za x€ [a,b] , k = O,1,.0.,0n-1 1 1$M<IL+0o imamo
e S _
e(ik>(x)[f,ej]

IS B TP
hY)

¢ o eyl]l °3]| Z |59 1%/ey1

; Ial.f“"l , |J|==/u+1
1Z ISj”[fe]P e sy
- |3T=p+1 |
;. Ak° je |3|>max{w,|Wl} = m, , onda J¢ |S;j“ = s,j/[e;j’ej] , Da prema
. teqrfémﬁ I.5.4 vrijedi | : o s .
|:j| =m +1‘s:j”[f e«jJI {+o9.. - (5.10]

Odavde na osnovu nejednakosti (5.9), dobijamo da niz (E‘f,k)‘):‘:i

(k=0,1,...,n-1) konvergira uniformno na [a,b] ka nekoj, na [a,b]
‘neprekldno;j, funkeiji h, (k=0 slgeeeyn=1) . , |
' Kako je f € .D[c4] , prema prlmgedbl I.5.5 zakljudujemo da je

+00
= ) . . .8 . P f
f ljzl:zl e5lfse;1/[ogoesl + Bt s
pri &emu- red konvergira po normi prostora L2(a byiri) 4 tde
fy — £ (\’ —»>+02) po normi prostora 1(a, b ir]) . ¥Kako %"_}"'ho

(v -—>+°°) uniformno na [a,b} , to vrijedi t = h, gotovo svuda
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)
( x e[a b] ) . Dakle, dokazali smo da red u jednakosti (5.7) pri
k = O konvergira uniformno na [a,b] ka funkciji F . Diferenci-
raju01 po x obje strane dokazane jednakosti (tj. jednakosti (5.1)
pri k = O) dobijamo £ (x) = hl(x) (x €[a,b]) . Ponovljenim dife-
renciranjem dobijamo da razvoji navedeni u (5.7) konvergiraju uni-
' formno na [a,b]
. Da bi dokazali (5.8) primijetimo da prema teoremu I.5.4

a [a,b] . Neprekidnost funkcija f i h._ daje f(x) = h (x)

imamq
| s 2 .
‘ . [£,e .
[atey - Edaty = 8] = i “: ei‘]' ~—> 0 (¥, M —=+00,9>4(5,11
R 3= 1 [#4025] | o
‘Nadalje Je‘:'

[z, - g0z, - 53 = 28 - TG - 5 ox

n b. Cal s Al : _ _ G - R R b
- 2 Pyl - fﬁa‘)f‘edxf'g[(fs - ol - 2, (D510
Iz relacije (5.7) slijedi | '

b : |
§P3‘fy(j> B f/g)fzdx — 0 (V,p—>+00,V>M, § = 0,1,...,n-1)(5.13

(f\? - f )*(J_D(a) — 0 ("’/“_"*“’o‘»/“ » 3 = 1ye0eyn ), (5.14

(£, - % YD) - 0 (v sM—=+0,V>4 4 § = 1,.0.05n ). (5.15
Prena [37, dio II, §8] iz relacija (5. 14) i (5.15) sli,jedi

j'i:l (£, - £.) eo-3] (3 gu)ﬁ(a-l)] —= 0 (V,p—> 100, VIM). (5.1€

a

| Seda relaci;je (5.11, 12, 13 i 16) daju
§p lf(n> (n>[2dx-e> 0 (v’(u._..“,o,v?q)

t';j. (f(#))+°°" Je Cauchyjev niz u prostoru La(a b,po) o Buduéi

da ge prostor L2(a 1-P% 8 ) kompletan, postoji 1zm:jer1va funkeija
%’E L (a b,po) takva da
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(5.17)

ot 0 Pex e 0 (3 e e

rKako Jje
- ffn’l)(x) L 300Dy | ¢ Sree) - B e)at
S §
Q - )1/2<§p ()] 9 - B ()] 2a8)2/2  (agxed, ¥=1,2,... );
a ]

imamo

§\o(t)dt

: = lim (§¢(t)dt

V—tto00 @

f(n 1)(x) + f(n'l)(a)
20D + 22 @) -0

Dakle, ¢= f(n) gotovo svudalna [a,b] . 8 ébzirom na (5.17) ovim
Je dokazano da vrijedi (5. 8). ‘

~postujl
Vrljede

DokaZimo i obrnuto, Neka u klasi ekv1valenc13e

funkcija f takva da za funkc1ge f(k)

fe Le(é,b,r)

9 k = O l,o.o’n-l n

razvoji u (5.7) i (5.8). Buduéi da je konvergencija razvoja

uniformna na [a b] i funkclje (P, )(k) —(k) y, kK = 0,1,
su neprekldno dlferenclaabllne na [a,b]

ima osobinu (II.7.A). PeSto funkcije (P ~f)(n

‘1 (5.7)
o0 e ,n"l
slijedi
()
obijamo
Zbog
vrijedi

9 J = :bl,:ta,._..
da funkcija £

s J = +l,+2,... pripadaju prostoru 1° (a b,p, ) , iz (5.8)

f(n) G.I,(a b,D, ) , tj. funkcija f ima osobinu (11.7.B).
W-g , uslovi (II. 7 C i D) su trivijalno zadovoljeni, pa '
fe ( &£ definisano u .odjeljku II.7). Kako ejeb(A) ,

P f(‘j)(A) to funkecije Ej sy J = £1,22,... i
zadovoljavaju glavne rubne uslove kojim je odreden skup jD[JA]J
b,

J = £l,x2,... 1

Pt
‘Odavde, na osnovu konvergen01ae razvoja u (5.7) u tadkama a i
.. dobijamo da funkecija f zadovoljava glavne rubne uslove koji

odreduju skup & [JA] , pa prema teoremu II.7.12 vrijedi f£€[JA] -

feorem je dokazan.
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